
例題と演習で学ぶ　微分積分学　演習問題解答
(第６刷にも対応)

第３章

3.1.

(1) lim
(x,y)→(−1,2)

(2x+ y) = 2(−1) + 2 = 0.

(2) lim
(x,y)→(1,2)

2xy

x2 − y
=

2× 1× 2

12 − 2
= −4.

(3) （第５刷まで）
{

x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

r→0

r2 cos θ sin θ

r2
= cos θ sin θ

ゆえに, θ の値によって極限値が異なるので, 極限値は存在しない.

(4) （第６刷）
{

x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

(x+ y)2

x2 + y2
= lim

r→0

r2(cos θ + sin θ)2

r2
= 1 + 2 cos θ sin θ

ゆえに, θ の値によって極限値が異なるので, 極限値は存在しない.

(5) y = mx2 とおくと, (x, y) → (0, 0) より x → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y
= lim

x→0

x2

x2 +mx2
=

1

1 +m

ゆえに, m の値によって極限値が異なるので, 極限値は存在しない.

(6)

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y2
= lim

r→0

r4 cos2 θ sin2 θ

r2

= lim
r→0

r2 cos2 θ sin2 θ = 0

【別解】　相加相乗平均の不等式 x2y2 ≦ x4 + y4

2
より,

0 ≤ x2y2

x2 + y2
≤ x4 + y4

2(x2 + y2)

=
(x2 + y2)2 − 2x2y2

2(x2 + y2)

≤ (x2 + y2)2

2(x2 + y2)
=

x2 + y2

2

1
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ここで, lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

2
= 0より,はさみうちの原理から lim

(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y2
=

0.

(7) y = mx3 とおくと, (x, y) → (0, 0) より x → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

y

x3 + y
= lim

x→0

mx3

x3 +mx3
=

m

1 +m

ゆえに, m の値によって極限値が異なるので, 極限値は存在しない.

(8) −1 ≦ sin
y

x
≦ 1 より, −x2 ≦ x2 sin

y

x
≦ x2. よって, はさみうちの原理より,

lim
(x,y)→(0,0)

x2 sin
y

x
= 0.

(9)

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
= lim

r→0

sin r2

r2
= 1

(10) y = mx とおくと, (x, y) → (0, 0) より x → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

3x

2x+ y
= lim

x→0

3x

2x+mx
=

3

2 +m

ゆえに, m の値によって極限値が異なるので, 極限値は存在しない.

3.2.

(1) f(0, 0) = −1 より, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = −1 ならば f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で

連続である. よって, lim
(x,y)→(0,0)

2x− 1√
x2 + y2 + 1

を計算すれば良い.

lim
(x,y)→(0,0)

2x− 1√
x2 + y2 + 1

=
2× 0− 1√
02 + 02 + 1

= −1

よって, f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連続である.

(2) f(0, 0) = 0 より, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ならば f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連

続である. よって, lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
を計算すれば良い.

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とお

く. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
= lim

r→0

r2 cos2 θ − r2 sin2 θ

r2
= cos2 θ − sin2 θ

ゆえに, θ の値によって極限値が異なるので, 極限値は存在しない. よって,
f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連続ではない.
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(3) f(0, 0) = 0 より, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ならば f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連

続となる. よって, lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
を計算すればよい.

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とお

く. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
= lim

r→0

r3(cos3 θ − sin3 θ)

r2
= lim

r→0
r(cos3 θ − sin3 θ) = 0

よって, f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連続である.

【極限の計算の別解】

0 ≤
∣∣∣∣ x3 − y3

x2 + y2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (x− y)(x2 + xy + y2)

x2 + y2

∣∣∣∣
= |x− y|

∣∣∣∣1 + xy

x2 + y2

∣∣∣∣
≦ |x− y|

(
1 +

∣∣∣∣ xy

x2 + y2

∣∣∣∣)
≦ |x− y|

(
1 +

x2 + y2

2(x2 + y2)

)
=

3

2
|x− y|

ここで, lim
(x,y)→(0,0)

3

2
|x−y| = 0より,はさみうち原理から lim

(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
=

0.

(4) f(0, 0) = 0より lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0ならばf(x, y)は (x, y) = (0, 0)で連続と

なる. よって, lim
(x,y)→(0,0)

xy cos
1

x2 + y2
を計算すればよい.

∣∣∣∣cos 1

x2 + y2

∣∣∣∣ ≦ 1

より,

0 ≦
∣∣∣∣xy cos 1

x2 + y2

∣∣∣∣ ≦ |xy|

ここで, lim
(x,y)→(0,0)

xy = 0より,はさみうちの原理から lim
(x,y)→(0,0)

xy cos
1

x2 + y2
=

0 となるので, f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連続である.

3.3. fx(x, y) は y を定数とみて x で微分をすればよい, また, fy(x, y) は x を定数と
みて y で微分をすればよい. なお, 数式を x で偏微分する場合は (数式)x と書くこと
にする. または 数式を y で偏微分する場合は (数式)y と書くことにする.

(1) fx(x, y) = (x2)x + (2xy)x + (xy3)x = 2x+ 2y + y3,
fy(x, y) = (x2)y + (2xy)y + (xy3)y = 2x+ 3xy2

(2) fx(x, y) =
−y

(x+ y)2
(x+ y)x = − y

(x+ y)2
,

fy(x, y) =
(x+ y)yy − (x+ y)yy

(x+ y)2
=

y − (x+ y)

(x+ y)2
= − x

(x+ y)2
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(3) fx(x, y) =
−(x2 − y2)x
(x2 − y2)2

= − 2x

(x2 − y2)2
,

fy(x, y) =
−(x2 − y2)y
(x2 − y2)2

=
2y

(x2 − y2)2

(4) fx(x, y) = 1− y +
1

y2
,

fy(x, y) = 3− x− x(y2)y
y4

= 3− x− 2x

y3

(5) f(x, y) = (
√
x− y)2 = x− 2x

1
2 y + y2 より,

fx(x, y) = 1− x− 1
2 y = 1− y√

x

fy(x, y) = −2x
1
2 + 2y = −2

√
x+ 2y

(6) fx(x, y) =
1

1 + ( x
y
)2

(
x

y

)
x

=
1

1 + x2

y2

· 1

y
=

1

1 + x2

y2

· y

y2
=

y

x2 + y2
,

fy(x, y) =
1

1 + ( x
y
)2

(
x

y

)
y

=
1

1 + x2

y2

·
(
− x

y2

)
= − x

x2 + y2

(7) fx(x, y) = (xy)x cos(x+ y) + xy{cos(x+ y)}x = y cos(x+ y)− xy sin(x+ y),

fy(x, y) = (xy)y cos(x+ y) + xy{cos(x+ y)}y = x cos(x+ y)− xy sin(x+ y)

(8) fx(x, y) =
1

2
(x+ y2)−

1
2 (x+ y2)x =

1

2
√
x+ y2

,

fy(x, y) =
1

2
(x+ y2)−

1
2 (x+ y2)y =

2y

2
√

x+ y2
=

y√
x+ y2

(9) fx(x, y) =
1√

1− ( x
y
)2

(
x

y

)
x

=
1√

1− x2

y2

· 1

y
=

1√
y2 − x2

,

fy(x, y) =
1√

1− ( x
y
)2

(
x

y

)
y

=
1√

1− x2

y2

·
(
− x

y2

)
= − x

y
√

y2 − x2

3.4.
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(1) ∥v∥ =
√
2 より,

1√
2
v 方向の方向微分係数を求めればよい.

∂

∂v
f(x, y) = lim

r→0

f(x+ 1√
2
r, y − 1√

2
r)− f(x, y)

r

= lim
r→0

1

r

[(
x+

1√
2
r

)2

+

(
x+

1√
2
r

)(
y − 1√

2
r

)
+

(
y − 1√

2
r

)2

− (x2 + xy + y2)
]

= lim
r→0

1

r

[
x2 +

√
2rx+

1

2
r2 + xy − 1√

2
rx+

1√
2
ry − 1

2
r2

+ y2 −
√
2ry +

1

2
r2 − x2 − xy − y2

]
= lim

r→0

(√
2x+

1

2
r − 1√

2
x+

1√
2
y −

√
2y

)
=

1√
2
(x− y)

(2) ∥v∥ = 1 である. よって,

∂

∂v
f(x, y) = lim

r→0

f(x+ r cos θ, y + r sin θ)− f(x, y)

r

= lim
r→0

1

r

[
3(x+ r cos θ)2 + 2(x+ r cos θ)(y + r sin θ)− (3x2 + 2xy)

]
= lim

r→0

1

r

[
3x2 + 6rx cos θ + 3r2 cos2 θ + 2xy + 2ry cos θ

+ 2rx sin θ + 2r2 sin θ cos θ − 3x2 − 2xy
]

= lim
r→0

[6x cos θ + 3r cos2 θ + 2y cos θ + 2x sin θ + 2r sin θ cos θ]

= 6x cos θ + 2y cos θ + 2x sin θ

3.5.

(1) f(x, y) = f(1, 2) + P (x− 1) +Q(y − 2) + g(x, y) とおく. このとき,

g(x, y) = f(x, y)− f(1, 2)− P (x− 1)−Q(y − 2)

= xy − 2− P (x− 1)−Q(y − 2)

である. このとき,

lim
(x,y)→(1,2)

g(x, y)√
(x− 1)2 + (y − 2)2

= lim
(x,y)→(1,2)

xy − 2− P (x− 1)−Q(y − 2)√
(x− 1)2 + (y − 2)2

= 0(∗)
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となる定数 P,Q が存在すれば, f(x, y) は (x, y) = (1, 2) で全微分可能であ

る.

{
x− 1 = r cos θ
y − 2 = r sin θ

とおく. (x, y) → (1, 2) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(1,2)

xy − 2− P (x− 1)−Q(y − 2)√
(x− 1)2 + (y − 2)2

= lim
r→0

(r cos θ + 1)(r sin θ + 2)− 2− Pr cos θ −Qr sin θ

r

= lim
r→0

1

r

[
r2 sin θ cos θ + r sin θ + 2r cos θ + 2− 2− Pr cos θ −Qr sin θ

]
= lim

r→0
[r sin θ cos θ + 2(1− P ) cos θ + (1−Q) sin θ]

= 2(1− P ) cos θ + (1−Q) sin θ

よって, P = Q = 1 ならば (∗) が成り立つので, f(x, y) は (x, y) = (1, 2) で
全微分可能である.

(2) f(x, y) = f(2,−1) + P (x− 2) +Q(y + 1) + g(x, y) とおく. このとき,

g(x, y) = f(x, y)− 5− P (x− 2)−Q(y + 1)

= x2 + y2 − 5− P (x− 2)−Q(y + 1)

である. このとき,

lim
(x,y)→(2,−1)

g(x, y)√
(x− 2)2 + (y + 1)2

= lim
(x,y)→(2,−1)

x2 + y2 − 5− P (x− 2)−Q(y + 1)√
(x− 1)2 + (y − 2)2

= 0

(∗∗)

となる定数 P,Q が存在すれば, f(x, y) は (x, y) = (2,−1) で全微分可能であ

る.

{
x− 2 = r cos θ
y + 1 = r sin θ

とおく. (x, y) → (2,−1) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(2,−1)

x2 + y2 − 5− P (x− 2)−Q(y + 1)√
(x− 2)2 + (y + 1)2

= lim
r→0

(r cos θ + 2)2 + (r sin θ − 1)2 − 5− Pr cos θ −Qr sin θ

r

= lim
r→0

1

r

[
r2 cos2 θ + 4r cos θ + 4 + r2 sin2 θ − 2r sin θ + 1− 5− Pr cos θ −Qr sin θ

]
= lim

r→0
[r + 4 cos θ − 2 sin θ − P cos θ −Q sin θ]

= (4− P ) cos θ − (Q+ 2) sin θ

より, P = 4, Q = −2なら (∗∗)が成り立つ. よって f(x, y)は (x, y) = (2,−1)
で全微分可能である.
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(3) f(x, y) = f(0, 0) + Px+Qy + g(x, y) とおく. このとき,

g(x, y) = f(x, y)− Px−Qy

=


x2y√
x2 + y2

− Px−Qx ((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

である. このとき,

(∗ ∗ ∗) lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

x2y − (Px+Qy)
√

x2 + y2

(x2 + y2)
= 0

となる定数 P,Q が存在すれば, f(x, y)は (x, y) = (0, 0)で全微分可能である.{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

x2y − (Px+Qy)
√

x2 + y2

(x2 + y2)

= lim
r→0

1

r2
(
r3 cos2 θ sin θ − Pr2 cos θ −Qr2 sin θ

)
= lim

r→0

(
r cos2 θ sin θ − P cos θ −Q sin θ

)
= −P cos θ −Q sin θ

より, P = Q = 0 なら (∗ ∗ ∗) が成り立つ. よって f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で
全微分可能である.

(4) f(x, y) = f(0, 0) + Px+Qy + g(x, y) とおく. このとき,

g(x, y) = f(x, y)− Px−Qy

=


x+ y√
x2 + y2

− Px−Qx ((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

である. このとき,

(1) lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

x+ y − (Px+Qy)
√

x2 + y2

(x2 + y2)
= 0

となる定数 P,Q が存在すれば, f(x, y)は (x, y) = (0, 0)で全微分可能である.{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

x+ y − (Px+Qy)
√

x2 + y2

(x2 + y2)

= lim
r→0

1

r2
(
r cos θ + r sin θ − Pr2 cos θ −Qr2 sin θ

)
= lim

r→0

{
1

r
(cos θ + sin θ)− P cos θ −Q sin θ

}



8

となり, (1)をみたす定数 P , Qは存在しない. よって f(x, y)は (x, y) = (0, 0)
で全微分可能ではない.

3.6.

(1) fx(x, y) = 2xy − y2 と fy(x, y) = x2 − 2xy は共に (x, y) = (1, 1) で連続なの
で, f(x, y) は (x, y) = (1, 1) で全微分可能である.

∥v∥ =
√
2 より, v′ =

1√
2
v 方向における方向微分係数を求めればよい.

∂

∂v′ f(1, 1) = fx(1, 1) ·
1√
2
− fy(1, 1) ·

1√
2

=
√
2

(2) fx(x, y) =
y

x2 + y2
, fy(x, y) =

−x

x2 + y2
は共に (x, y) = (1, 1) で連続なので,

f(x, y) は (x, y) = (1, 1) で全微分可能である.

∥v∥ =
√
5 より, v′ =

1√
5
v 方向における方向微分係数を求めればよい.

∂

∂v′ f(1, 1) = fx(1, 1) ·
(
− 1√

5

)
− fy(1, 1) ·

(
2√
5

)
= − 3

2
√
5

(3) fx(x, y) =
x√

x2 + y2
, fy(x, y) =

y√
x2 + y2

は共に (x, y) = (1, 1) で連続な

ので, f(x, y) は (x, y) = (1, 1) で全微分可能である. よって,

∂

∂v
f(1, 1) = fx(1, 1) cos θ − fy(1, 1) sin θ =

1√
2
(cos θ + sin θ)

(4) fx(x, y) = log(x + y) +
x

x+ y
, fy(x, y) =

x

x+ y
は共に (x, y) = (1, 1) で連

続なので, f(x, y) は (x, y) = (1, 1) で全微分可能である.

∥v∥ =
√
5 より, v′ =

1√
5
v 方向における方向微分係数を求めればよい.

∂

∂v′ f(1, 1) = fx(1, 1) ·
(
− 4

5

)
− fy(1, 1) ·

3

5
= − 4

5
log 2− 1

10

3.7.

(1) fx(x, y) = y2, fy(x, y) = 2xy は共に (x, y) = (1, 2) で連続なので, f(x, y) は
(x, y) = (1, 2) で全微分可能である. よって, (x, y) = (1, 2) における接平面の
方程式は,

z = fx(1, 2)(x− 1) + fy(1, 2)(y − 2) + f(1, 2)

⇐⇒z = 4x+ 4y − 9
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(2) 最初に lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
を計算する.

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0)

より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

r→0

r2 cos θ sin θ

r2
= cos θ sin θ

よって, lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
は存在しない為 f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で連続で

はないので, f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で全微分可能ではない.

(3) fx(x, y) =
y√

1− x2y2
, fy(x, y) =

x√
1− x2y2

は共に (x, y) =

(
1√
2
,

1√
2

)
で連続なので, f(x, y) は (x, y) =

(
1√
2
,

1√
2

)
で全微分可能である. よって,

(x, y) =

(
1√
2
,

1√
2

)
における接平面の方程式は,

z = fx

(
1√
2
,

1√
2

)(
x− 1√

2

)
+ fy

(
1√
2
,

1√
2

)(
y − 1√

2

)
+ f

(
1√
2
,

1√
2

)
⇐⇒z =

√
6

3
x+

√
6

3
y − 2

3

√
3 +

π

6

(4) fx(x, y) =
2x

x2 + y2
, fy(x, y) =

2y

x2 + y2
は共に (x, y) = (1, 1) で連続なので,

f(x, y) は (x, y) = (1, 1) で全微分可能である. よって, (x, y) = (1, 1) におけ
る接平面の方程式は,

z = fx (1, 1) (x− 1) + fy (1, 1) (y − 1) + f (1, 1)

⇐⇒z = x+ y − 2 + log 2

3.8.

(1) 最初に v =

(
cos θ
sin θ

)
として, v 方向の方向微分係数を求める.

∂

∂v
f(0, 0) = lim

r→0

f(r cos θ, r sin θ)− f(0, 0)

r

= lim
r→0

r cos
1
3 θ sin

2
3 θ

r
= cos

1
3 θ sin

2
3 θ

よって, f(x, y) は (x, y) = (0, 0) において任意の方向に方向微分可能である.
次に f(x, y) が (x, y) = (0, 0) において全微分可能ではないことを示そう.

f(x, y) = f(0, 0) + Px+Qy + g(x, y) = Px+Qy + g(x, y)

とおいて,

(∗) lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y)√
x2 + y2

= 0
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となる定数 P , Q が存在すれば f(x, y) は (x, y) = (0, 0) で全微分可能である.

lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

x
1
3 y

2
3 − Px−Qy√
x2 + y2

ここで,

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. (x, y) → (0, 0) より, r → 0. よって,

lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

x
1
3 y

2
3 − Px−Qy√
x2 + y2

= lim
r→0

1

r

(
r cos

1
3 θ sin

2
3 θ − Pr cos θ −Qr sin θ

)
= cos

1
3 θ sin

2
3 θ − P cos θ −Q sin θ

ここで, θ = 0 のとき (∗) を満たすためには P = 0, θ =
π

2
のとき (∗)

を満たすためには Q = 0, θ =
π

4
のとき (∗) を満たすためには P + Q = 1

でなければならないが, これらを全てみたす定数 P,Q は存在しない. よって
f(x, y) は (x, y) = (0, 0) において全微分可能ではない.

3.9.

(1) fx(x, y) = 2x+ y, fy(x, y) = x より,

fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = fyx(x, y) = 1, fyy(x, y) = 0.

(2) fx(x, y) =
1√

1− ( x
y
)2

· 1

y
=

1√
y2 − x2

,

fy(x, y) =
1√

1− ( x
y
)2

·
(
− x

y2

)
= − x

y
√

y2 − x2
より,

fxx(x, y) =
{
(y2 − x2)−

1
2

}
x
= − 1

2
(y2 − x2)−

3
2 · (−2x) =

x

(y2 − x2)
3
2

,

fxy(x, y) = fyx(x, y) = − 1

2
(y2 − x2)−

3
2 · 2y = − y

(y2 − x2)
3
2

,

fyy(x, y) =
x

y2(y2 − x2)

{√
y2 − x2 +

2y2√
y2 − x2

}

=
x

y2(y2 − x2)
· 3y2 − x2√

y2 − x2
=

3xy2 − x3

y2(y2 − x2)
3
2
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(3) fx(x, y) =
1

1 + ( x
y
)2

· 1

y
=

y

x2 + y2
,

fy(x, y) =
1

1 + ( x
y
)2

·
(
− x

y2

)
= − x

x2 + y2
より,

fxx(x, y) = − y

(x2 + y2)2
· 2x = − 2xy

(x2 + y2)2
,

fxy(x, y) = fyx(x, y) =
x2 + y2 − y(2y)

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2

fyy(x, y) = − x · (−2y)

(x2 + y2)2
=

2xy

(x2 + y2)2

(4) fx(x, y) =
x√

x2 − y2
, fy(x, y) = − y√

x2 − y2
より,

fxx(x, y) =
1

x2 − y2

{√
x2 − y2 − x · x√

x2 − y2

}

=
x2 − y2 − x2

(x2 − y2)
3
2

= − y2

(x2 − y2)
3
2

,

fxy(x, y) = fyx(x, y) = − x

x2 − y2
·

(
− y√

x2 − y2

)
=

xy

(x2 − y2)
3
2

,

fyy(x, y) =
1

x2 − y2

{
−
√

x2 − y2 + y ·

(
− y√

x2 − y2

)}

=
−x2 + y2 − y2

(x2 − y2)
3
2

= − x2

(x2 − y2)
3
2

(5) fx(x, y) = yxy−1, fy(x, y) = xy log x より,

fxx(x, y) = y(y − 1)xy−2

fxy(x, y) = fyx(x, y) = xy−1 + yxy−1 log x = xy−1(1 + y log x)

fyy(x, y) = xy(log y)2

(6) fx(x, y) = ex−y, fy(x, y) = −ex−y より,
fxx(x, y) = ex−y, fxy(x, y) = fyx(x, y) = −ex−y, fyy(x, y) = ex−y

3.10.

(1) fx(x, y) = 2xy3, fy(x, y) = 3x2y2

fxx(x, y) = 2y3, fxy(x, y) = 6xy2, fyy(x, y) = 6x2y より,
fxxx(x, y) = 0, fxxy(x, y) = fxyx(x, y) = fyxx(x, y) = 6y2,
fxyy(x, y) = fyxy(x, y) = fyyx(x, y) = 12xy, fyyy(x, y) = 6x2
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(2) f(x, y) = xy−1 から, fx(x, y) = y−1, fy(x, y) = −xy−2,
fxx(x, y) = 0, fxy(x, y) = −y−2, fyy(x, y) = 2xy−3.
よって, fxxx(x, y) = 0, fxxy(x, y) = fxyx(x, y) = fyxx(x, y) = 0,
fxyy(x, y) = fyxy(x, y) = fyyx(x, y) = 2y−3, fyyy(x, y) = −6xy−4

(3) f(x, y) = y(x+ y)−1 より,
fx(x, y) = −y(x+ y)−2,
fy(x, y) = (x+ y)−1 − y(x+ y)−2 = (x+ y)−2(x+ y − y) = x(x+ y)−2,

fxx(x, y) = 2y(x+ y)−3,

fxy(x, y) = −(x+ y)−2 + 2y(x+ y)−3

= (x+ y)−3(−x− y + 2y) = (y − x)(x+ y)−3,

fyy = −2x(x+ y)−3

よって,

fxxx(x, y) = −6y(x+ y)−4

fxxy(x, y) = fxyx(x, y) = fyxx(x, y)

= 2(x+ y)−3 − 6y(x+ y)−4

= (x+ y)−4(2x+ 2y − 6y)

= 2(x− 2y)(x+ y)−4

fxyy(x, y) = fyxy(x, y) = fyyx(x, y)

= (x+ y)−3 − 3(y − x)(x+ y)−4

= (x+ y)−4(x+ y − 3y + 3x)

= 2(2x− y)(x+ y)−4

fyyy(x, y) = 6x(x+ y)−4

(4) fx(x, y) = y cosxy, fy(x, y) = x cosxy,
fxx(x, y) = −y2 sinxy, fxy(x, y) = cos xy − xy sinxy, fyy(x, y) = −x2 sinxy
より,

fxxx(x, y) = −y3 cosxy

fxxy(x, y) = fxyx(x, y) = fyxx(x, y)

= −2y sinxy − xy2 cosxy

fxyy(x, y) = fyxy(x, y) = fyyx(x, y)

= −x sinxy − x sinxy − x2y cosxy

= −2x sinxy − x2y cosxy

fyyy(x, y) = −x3 cosxy
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3.11.

(1)

{
u = x2y + x
v = xy

とおくと, f(u, v) =
√
u+ cos v. よって,

∂f

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u

∂x
+

∂f

∂v
· ∂v

∂x

=
1

2
√
u
(2xy + 1)− sin v · y

=
2xy + 1

2
√

x2y + 1
− y sinxy

∂f

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u

∂y
+

∂f

∂v
· ∂v

∂y

=
1

2
√
u

· x2 − sin v · x

=
x2

2
√

x2y + 1
− x sinxy

(2)

{
u = x2 + exy

v = x cos(x+ y)
とおくと, f(u, v) =

u

v
. よって,

∂f

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u

∂x
+

∂f

∂v
· ∂v

∂x

=
1

v
(2x+ yexy)− u

v2
{cos(x+ y)− x sin(x+ y)}

=
2x+ yexy

x cos(x+ y)
− x2 + exy

x2 cos2(x+ y)
{cos(x+ y)− x sin(x+ y)}

=
1

x2 cos2(x+ y)

{
(2x+ yexy)x cos(x+ y)− (x2 + exy) cos(x+ y)

+ (x2 + exy)x sin(x+ y)
}

=
x2 + (xy − 1)exy

x2 cos(x+ y)
+

(x2 + exy) sin(x+ y)

x cos2(x+ y)

∂f

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u

∂y
+

∂f

∂v
· ∂v

∂y

=
1

v
· xexy − u

v2
{−x sin(x+ y)}

=
xexy

x cos(x+ y)
− −x(x2 + exy) sin(x+ y)

x2 cos2(x+ y)

=
exy

cos(x+ y)
+

(x2 + exy) sin(x+ y)

x cos2(x+ y)
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(3)

{
u = xy − y2

v = xy
とおくと, f(u, v) = u cos v. よって,

∂f

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u

∂x
+

∂f

∂v
· ∂v

∂x
= cos v · y + (−u sin v)y

= y cosxy − (xy2 − y3) sin xy

∂f

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u

∂y
+

∂f

∂v
· ∂v

∂y

= cos v · (x− 2y) + (−u sin v)x

= (x− 2y) cos xy − (x2y − xy2) sin xy

(4)

{
u =

√
x− y

v = x2y
とおくと, f(u, v) = tan−1 v

u
. よって,

∂f

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u

∂x
+

∂f

∂v
· ∂v

∂x

=
1

1 + ( v
u
)2

·
(
− v

u2

)
· 1

2
√
x− y

+
1

1 + ( v
u
)2

· 1

u
· 2xy

= − v

u2 + v2
· 1

2
√
x− y

+
u

u2 + v2
· 2xy

=
1

x− y + x4y2

{
− x2y

2
√
x− y

+ 2xy
√
x− y

}
=

−x2y + 4x2y − 4xy2

2(x− y + x4y2)
√
x− y

=
3x2y − 4xy2

2(x− y + x4y2)
√
x− y

∂f

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u

∂y
+

∂f

∂v
· ∂v

∂y

= − v

u2 + v2
·
(
− 1

2
√
x− y

)
+

u

u2 + v2
· x2

=
1

(x− y + x4y2)

(
x2y

2
√
x− y

+ x2
√
x− y

)
=

x2y + 2x3 − 2x2y

2(x− y + x4y2)
√
x− y

=
2x3 − x2y

2(x− y + x2y)
√
x− y

3.12.

{
x = u cos θ − v sin θ
y = u sin θ + v cos θ

とおく.

(1)
∂z

∂u
=

∂z

∂x
· ∂x

∂u
+

∂z

∂y
· ∂y

∂u
=

∂z

∂x
cos θ +

∂z

∂y
sin θ,

∂z

∂v
=

∂z

∂x
· ∂x

∂v
+

∂z

∂y
· ∂y

∂v
= − ∂z

∂x
sin θ +

∂z

∂y
cos θ,
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よって,

(
∂z

∂u

)2

+

(
∂z

∂v

)2

=

(
∂z

∂x
cos θ +

∂z

∂y
sin θ

)2

+

(
− ∂z

∂x
sin θ +

∂z

∂y
cos θ

)2

=

(
∂z

∂x

)2

cos2 θ + 2
∂z

∂x
· ∂z

∂y
sin θ cos θ +

(
∂z

∂y

)2

sin2 θ

+

(
∂z

∂x

)2

sin2 θ − 2
∂z

∂x
· ∂z

∂y
sin θ cos θ +

(
∂z

∂y

)2

cos2 θ

=

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

(2)
∂z

∂u
=

∂z

∂x
· ∂x

∂u
+

∂z

∂y
· ∂y

∂u
= zx cos θ + zy sin θ より,

∂2z

∂u2
=

∂zx
∂u

cos θ +
∂zy
∂u

sin θ

=

(
∂zx
∂x

· ∂x

∂u
+

∂zx
∂y

· ∂y

∂u

)
cos θ +

(
∂zy
∂x

· ∂x

∂u
+

∂zy
∂y

· ∂y

∂u

)
sin θ

=

(
∂2z

∂x2
cos θ +

∂2z

∂y∂x
sin θ

)
cos θ +

(
∂2z

∂x∂y
cos θ +

∂2z

∂y2
sin θ

)
sin θ

=
∂2z

∂x2
cos2 θ +

∂2z

∂y∂x
sin θ cos θ +

∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
sin2 θ

一方,
∂z

∂v
=

∂z

∂x
· ∂x

∂v
+

∂z

∂y
· ∂y

∂v
= −zx sin θ + zy cos θ より,

∂2z

∂v2
= − ∂zx

∂v
sin θ +

∂zy
∂v

cos θ

= −
(

∂zx
∂x

· ∂x

∂v
+

∂zx
∂y

· ∂y

∂v

)
sin θ +

(
∂zy
∂x

· ∂x

∂v
+

∂zy
∂y

· ∂y

∂v

)
cos θ

= −
(
− ∂2z

∂x2
sin θ +

∂2z

∂y∂x
cos θ

)
sin θ +

(
− ∂2z

∂x∂y
sin θ +

∂2z

∂y2
cos θ

)
cos θ

=
∂2z

∂x2
sin2 θ − ∂2z

∂y∂x
sin θ cos θ − ∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
cos2 θ



16

ゆえに,

∂2z

∂u2
+

∂2z

∂v2
=

∂2z

∂x2
cos2 θ +

∂2z

∂y∂x
sin θ cos θ +

∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
sin2 θ

+
∂2z

∂x2
sin2 θ − ∂2z

∂y∂x
sin θ cos θ − ∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
cos2 θ

=
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2

3.13.

{
x = r cos θ
y = r sin θ

とおく. このとき,

∂z

∂r
=

∂z

∂x
· ∂x

∂r
+

∂z

∂y
· ∂y

∂r
= zx cos θ + zy sin θ

よって,

∂2z

∂r2
=

∂zx
∂r

cos θ +
∂zy
∂r

sin θ

=

(
∂zx
∂x

· ∂x

∂r
+

∂zx
∂y

· ∂y

∂r

)
cos θ +

(
∂zy
∂x

· ∂x

∂r
+

∂zy
∂y

· ∂y

∂r

)
sin θ

=

(
∂2z

∂x2
cos θ +

∂2z

∂y∂x
sin θ

)
cos θ +

(
∂2z

∂x∂y
cos θ +

∂2z

∂y2
sin θ

)
sin θ

=
∂2z

∂x2
cos2 θ +

∂2z

∂y∂x
sin θ cos θ +

∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
sin2 θ

一方,

∂z

∂θ
=

∂z

∂x
· ∂x

∂θ
+

∂z

∂y
· ∂y

∂θ

= −zxr sin θ + zyr cos θ

= −yzx + xzy

より,

∂2z

∂θ2
= −

(
∂yzx
∂x

· ∂x

∂θ
+

∂yzx
∂y

· ∂y

∂θ

)
+

(
∂xzy
∂x

· ∂x

∂θ
+

∂xzy
∂y

· ∂y

∂θ

)
= −

{
−y

∂2z

∂x2
r sin θ +

(
zx + y

∂2z

∂y∂x

)
r cos θ

}
+

{
−
(
zy + x

∂2z

∂x∂y

)
r sin θ + x

∂2z

∂y2
r cos θ

}
=

∂2z

∂x2
r2 sin2 θ − zxr cos θ −

∂2z

∂y∂x
r2 sin θ cos θ

− zyr sin θ −
∂2z

∂x∂y
r2 sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
r2 cos2 θ
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よって,

∂2z

∂r2
+

1

r
· ∂z

∂r
+

1

r2
· ∂2z

∂θ2

=
∂2z

∂x2
cos2 θ +

∂2z

∂y∂x
sin θ cos θ +

∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
sin2 θ

+
1

r
(zx cos θ + zy sin θ)

+
1

r2

(
∂2z

∂x2
r2 sin2 θ − zxr cos θ −

∂2z

∂y∂x
r2 sin θ cos θ

−zyr sin θ −
∂2z

∂x∂y
r2 sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
r2 cos2 θ

)
=

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2

3.14.

(1) fx(x, y) = 2x+ 3y, fy(x, y) = 3x+ 2y.
fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = 3, fyy(x, y) = 2 より,

φ′(x) = − fx(x, y)

fy(x, y)
= − 2x+ 3y

3x+ 2y

φ′′(x) = − fxx(x, y)fy(x, y)
2 − 2fxy(x, y)fx(x, y)fy(x, y) + fyy(x, y)fx(x, y)

2

fy(x, y)3

= − 2(3x+ 2y)2 − 6(2x+ 3y)(3x+ 2y) + 2(2x+ 3y)2

(3x+ 2y)3

=
10(x2 + 3xy + y2)

(3x+ 2y)3

=
10

(3x+ 2y)3

ここで, 最後の等号は, 陰関数 φ(x) が f(x, y) = x2 +3xy+ y2 − 1 = 0 によっ
て定められていることを利用した.

(2) fx(x, y) = 3x2 − 2x, fy(x, y) = 2y,
fxx(x, y) = 6x− 2, fxy(x, y) = 0, fyy(x, y) = 2 より,

φ′(x) = − fx(x, y)

fy(x, y)
= − 3x2 − 2x

2y

φ′′(x) = − fxx(x, y)fy(x, y)
2 − 2fxy(x, y)fx(x, y)fy(x, y) + fyy(x, y)fx(x, y)

2

fy(x, y)3

= − (6x− 2) · 4y2 + 2(3x2 − 2x)2

8y3

= − 12xy2 − 4y2 + 9x4 − 12x3 + 4x2

4y3
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コメント．第５刷までの解答は f(x, y) = x3 − x2 + y2 − 1 = 0 という関係式
を利用して変形したものです。変形が複雑になっていましたので、上記解答
では関係式を利用しませんでした。第６刷の解答は誤植です。申し訳ありま
せん。

(3) fx(x, y) = y2 − 2xy, fy(x, y) = 2xy − x2,
fxx(x, y) = −2y, fxy(x, y) = 2y − 2x, fyy(x, y) = 2x より,

φ′(x) = − fx(x, y)

fy(x, y)
= − y2 − 2xy

2xy − x2
=

y2 − 2xy

x2 − 2xy

φ′′(x) = − fxx(x, y)fy(x, y)
2 − 2fxy(x, y)fx(x, y)fy(x, y) + fyy(x, y)fx(x, y)

2

fy(x, y)3

= − −2y(2xy − x2)2 − 2(2y − 2x)(y2 − 2xy)(2xy − x2) + 2x(y2 − 2xy)2

(2xy − x2)3

= − −2yx2(2y − x)2 − 4xy(y − x)(y − 2x)(2y − x) + 2xy2(y − 2x)2

x3(2y − x)3

= − −2xy(2y − x)2 − 4y(y − x)(y − 2x)(2y − x) + 2y2(y − 2x)2

x2(2y − x)3

=
6y(2x2y − 2xy2 + y3 − x3)

x2(2y − x)3

=
6y(−4 + y3 − x3)

x2(2y − x)3

= − 6y(x3 − y3 + 4)

x2(2y − x)3

ここで, 最後から２番目の等号は, 陰関数 φ(x) が f(x, y) = xy2−x2y− 2 = 0
によって定められていることを利用した.

(4) fx(x, y) = 2x+ y, fy(x, y) = x− 2y,
fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = 1, fyy(x, y) = −2 より,

φ′(x) = − fx(x, y)

fy(x, y)
= − 2x+ y

x− 2y

φ′′(x) = − fxx(x, y)fy(x, y)
2 − 2fxy(x, y)fx(x, y)fy(x, y) + fyy(x, y)fx(x, y)

2

fy(x, y)3

= − 2(x− 2y)2 − 2(2x+ y)(x− 2y)− 2(2x+ y)2

(x− 2y)3

= − 2(−5x2 + 5y2 − 5xy)

(x− 2y)3

=
10

(x− 2y)3

ここで, 最後の等号は, 陰関数 φ(x) が f(x, y) = x2 + xy − y2 − 1 = 0 によっ
て定められていることを利用した.
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(5) fx(x, y) = ex − ex+y, fy(x, y) = −ex+y + ey,
fxx(x, y) = ex − ex+y, fxy(x, y) = −ex+y, fyy(x, y) = −ex+y + ey より,

φ′(x) = − fx(x, y)

fy(x, y)
= − ex − ex+y

−ex+y + ey
= − −ey

−ex
= −ey−x (∗)

φ′′(x) = − fxx(x, y)fy(x, y)
2 − 2fxy(x, y)fx(x, y)fy(x, y) + fyy(x, y)fx(x, y)

2

fy(x, y)3

= − (ex − ex+y)(−ex+y + ey)2 + 2ex+y(ex − ex+y)(−ex+y + ey) + (−ex+y + ey)(ex − ex+y)2

(−ex+y + ey)3

= − (ex − ex+y)(−ex+y + ey)(−ex+y + ey + 2ex+y + ex − ex+y)

(−ex+y + ey)3

= − (ex − ex+y)(ex + ey)

(−ex+y + ey)2

= − −ey · ex+y

(−ex)2
= e2y−x (∗)

ここで, (∗) の等号は, 陰関数 φ(x) が f(x, y) = ex − ex+y + ey = 0 によって
定められていることを利用した.
コメント．第５刷までの解答は正しいが、上記解答ではより簡単な形に変形
をした。第６刷では φ′(x) が誤植です。申し訳ありません。

3.15.

(1) fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y, fxx(x, y) = 2 である. 連立方程式{
f(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0
fx(x, y) = 2x = 0

を解くと, (x, y) = (0,±1). ここで, fy(0,±1) = ±2 ̸= 0 (複号同順) である.

また,
fxx(0,±1)

fy(0,±1)
= ±1 (複号同順) より, x = 0 のとき, 極大で, 極大値は

y = 1, x = 0 のとき, 極小で, 極小値は y = −1 である.

(2) fx(x, y) =
1

2
x, fy(x, y) = 2y, fxx(x, y) =

1

2
である. 連立方程式{

f(x, y) = 1
4
x2 + y2 − 1 = 0

fx(x, y) =
1
2
x = 0

を解くと, (x, y) = (0,±1). ここで, fy(0,±1) = ±2 ̸= 0 (複号同順) である.

また,
fxx(0,±1)

fy(0,±1)
= ± 1

4
(複号同順) より, x = 0 のとき, 極大で, 極大値は

y = 1, x = 0 のとき, 極小で, 極小値は y = −1 である.

(3) fx(x, y) = 2x− y, fy(x, y) = −x+ 2y, fxx(x, y) = 2 である. 連立方程式{
f(x, y) = x2 − xy + y2 − 1 = 0 · · · · · · (a)
fx(x, y) = 2x− y = 0 · · · · · · (b)
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を解こう. (b) 式より, y = 2x を得る. これを (a) 式に代入すると, 3x2 = 1

を得る. よって x = ± 1√
3
. また, y = 2x から, (x, y) =

(
± 1√

3
,± 2√

3

)
(複

号同順) を得る. ここで, fy

(
± 1√

3
,± 2√

3

)
= ±

√
3 ̸= 0 (複号同順) である.

また,
fxx(± 1√

3
,± 2√

3
)

fy(± 1√
3
,± 2√

3
)

= ± 2

3

√
3 (複号同順) より, x =

1√
3
のとき, 極大で,

極大値は y =
2√
3
, x = − 1√

3
のとき, 極小で, 極小値は y = − 2√

3
である.

(4) fx(x, y) = 3x2 − 3y, fy(x, y) = −3x+3y2, fxx(x, y) = 6x である. 連立方程式{
f(x, y) = x3 − 3xy + y3 = 0 · · · · · · (a)
fx(x, y) = 3x2 − 3y = 0 · · · · · · (b)

を解こう. (b) 式より y = x2. これを (a) 式に代入すると, x3(x3 − 2) = 0 を
得る. これより x = 0, 3

√
2. また, y = x2 から (x, y) = (0, 0), ( 3

√
2, 3
√
4) を得

る. ここで, fy(0, 0) = 0 より x = 0 では極値をとらない. また,

fy(
3
√
2,

3
√
4) = −3

3
√
2 + 3

3
√
16

= −3
3
√
2 + 3

3
√
23 · 2 = −3

3
√
2 + 6

3
√
2 = 3

3
√
2 ̸= 0

である.
fxx(

3
√
2, 3
√
4)

fy(
3
√
2, 3
√
4)

= 2 > 0より, x = 3
√
2のとき極大で,極大値は y = 3

√
4

である.

3.16.

(1) fx(x, y) = 2x+ y, fy(x, y) = x+ 4y − 4,
fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = 1, fyy(x, y) = 4 である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)

2 = 7 とおく.
連立方程式 {

fx(x, y) = 2x+ y = 0
fy(x, y) = x+ 4y − 4 = 0

を解くと, (x, y) =

(
− 4

7
,
8

7

)
を得る. このとき,

H

(
− 4

7
,
8

7

)
= 7, fxx

(
− 4

7
,
8

7

)
= 2 > 0

である. よって, (x, y) =

(
− 4

7
,
8

7

)
のとき極小で, 極小値は f

(
− 4

7
,
8

7

)
=

− 16

7
である.

(2) fx(x, y) = 3x2 + 2y − 1, fy(x, y) = 2x− 2,
fxx(x, y) = 6x, fxy(x, y) = 2, fyy(x, y) = 0 である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)−fxy(x, y)

2 = −4 < 0となるので, f(x, y)
は極値を持たない.
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(3) fx(x, y) = 3x2 + 2x− 1, fy(x, y) = 3y2 + 2y − 1,
fxx(x, y) = 6x+ 2, fxy(x, y) = 0, fyy(x, y) = 6y + 2 である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)

2 = 4(3x+ 1)(3y + 1) とおく.
連立方程式{

fx(x, y) = 3x2 + 2x− 1 = 0 · · · · · · (a)
fy(x, y) = 3y2 + 2y − 1 = 0 · · · · · · (b)

を解こう. (a) 式から (3x− 1)(x+1) = 0. よって, x =
1

3
,−1 を得る. (b) 式

から (3y − 1)(y + 1) = 0. よって, y =
1

3
,−1 を得る. これより, 連立方程式

の解は (x, y) =

(
1

3
,
1

3

)
,

(
−1,

1

3

)
,

(
1

3
,−1

)
, (−1,−1) となる.

(x, y) =

(
1

3
,
1

3

)
のとき,

H

(
1

3
,
1

3

)
= 16 > 0, fxx

(
1

3
,
1

3

)
= 4 > 0

より, (x, y) =

(
1

3
,
1

3

)
のとき極小で, 極小値は f

(
1

3
,
1

3

)
=

44

27
である.

(x, y) =

(
−1,

1

3

)
のとき,

H

(
−1,

1

3

)
= −16 < 0

より, (x, y) =

(
−1,

1

3

)
のときは極値を持たない.

(x, y) =

(
1

3
,−1

)
のとき,

H

(
1

3
,−1

)
= −16 < 0

より, (x, y) =

(
1

3
,−1

)
のときは極値を持たない.

(x, y) = (−1,−1) のとき,

H (−1,−1) = 16 > 0, fxx (−1,−1) = −4 < 0

より, (x, y) = (−1,−1) のとき極大で, 極大値は f (−1,−1) = 4 である.

(4) fx(x, y) = 2x− y − 2, fy(x, y) = −x+ 2y + 3,
fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = −1, fyy(x, y) = 2 である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)

2 = 3 > 0 とおく.
連立方程式 {

fx(x, y) = 2x− y − 2 = 0
fy(x, y) = −x+ 2y + 3 = 0
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を解くと, (x, y) =

(
1

3
,− 4

3

)
を得る.

H

(
1

3
,− 4

3

)
= 3 > 0, fxx

(
1

3
,− 4

3

)
= 2 > 0

より, (x, y) =

(
1

3
,− 4

3

)
のとき極小で, 極小値は f

(
1

3
,− 4

3

)
= − 4

3
で

ある.

(5) fx(x, y) = 3x2 − 6y, fy(x, y) = −6x+ 3y2,
fxx(x, y) = 6x, fxy(x, y) = −6, fyy(x, y) = 6y である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)

2 = 36(xy − 1) とおく.
連立方程式 {

fx(x, y) = 3x2 − 6y = 0 · · · · · · (a)
fy(x, y) = −6x+ 3y2 = 0 · · · · · · (b)

を解こう. (a) 式より y =
1

2
x2. これを (b) 式に代入すると, x(x3 − 8) = 0

を得る. よって x = 0, 2. y =
1

2
x2 であるので, 連立方程式の解は (x, y) =

(0, 0), (2, 2) である.

(x, y) = (0, 0) のとき, H(0, 0) = −36 < 0 より, 極値をとらない.

(x, y) = (2, 2) のとき,

H(2, 2) = 108 > 0, fxx(2, 2) = 12 > 0

より, (x, y) = (2, 2) のとき極小で, 極小値は f(2, 2) = −8 である.

(6) fx(x, y) = 3x2y + y3 − y, fy(x, y) = x3 + 3xy2 − x,
fxx(x, y) = 6xy, fxy(x, y) = 3x2 + 3y2 − 1, fyy(x, y) = 6xy である.
ここで,

H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)
2

= −9x4 − 9y4 + 18x2y2 + 6x2 + 6y2 − 1

とおく.
連立方程式{

fx(x, y) = 3x2y + y3 − y = 0 · · · · · · (a)
fy(x, y) = x3 + 3xy2 − x = 0 · · · · · · (b)

を解こう. (a)式より y(3x2+y2−1) = 0. よって, y = 0または 3x2+y2 = 1を
得る. また, (b)式より x(x2+3y2−1) = 0. よって, x = 0または x2+3y2 = 1
を得る. これより, この連立方程式の解は, 次の 4通りの場合が考えられる.
(a) y = 0 かつ x = 0
(b) y = 0 かつ x2 + 3y2 = 1
(c) x = 0 かつ 3x2 + y2 = 1
(d) x2 + 3y2 = 1 かつ 3x2 + y2 = 1
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上記において, 最初の 3番目までの場合から,

(x, y) = (0, 0), (±1, 0), (0,±1)

を得る. 次に, 4番目の場合について調べよう. 最初に,

3x2 + y2 = x2 + 3y2

から x2 = y2 を得る. これを 3x2 + y2 = 1 に代入すると, 4x2 = 1. よって,

x = ± 1

2
, y = ± 1

2
を得る. したがって, この連立方程式の解は,

(x, y) = (0, 0), (±1, 0), (0,±1),

(
± 1

2
,± 1

2

)
,

(
± 1

2
,∓ 1

2

)
(複号同順）

となる.

(x, y) = (0, 0) のとき. H(0, 0) = −1 < 0 となり, 極値をとらない.

(x, y) = (±1, 0), (0,±1) のとき. H(±1, 0) = H(0,±1) = −4 < 0 となり, 極
値をとらない.

(x, y) =

(
± 1

2
,± 1

2

)
(複号同順）のとき.

H

(
± 1

2
,± 1

2

)
= 2 > 0, fxx

(
± 1

2
,± 1

2

)
=

3

2
> 0

よって, (x, y) =

(
± 1

2
,± 1

2

)
(複号同順）のとき極小で,極小値は f

(
± 1

2
,± 1

2

)
=

− 1

8
である.

(x, y) =

(
± 1

2
,∓ 1

2

)
(複号同順）のとき.

H

(
± 1

2
,∓ 1

2

)
= 2 > 0, fxx

(
± 1

2
,∓ 1

2

)
= − 3

2
< 0

よって, (x, y) =

(
± 1

2
,∓ 1

2

)
(複号同順）のとき極大で,極大値は f

(
± 1

2
,∓ 1

2

)
=

1

8
である.

(7) fx(x, y) = 2xy − y2 − 1, fy(x, y) = x2 − 2xy + 1,
fxx(x, y) = 2y, fxy(x, y) = 2x− 2y, fyy(x, y) = −2x である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)

2 = −4(x2 − xy + y2) とおく.
連立方程式{

fx(x, y) = 2xy − y2 − 1 = 0 · · · · · · (a)
fy(x, y) = x2 − 2xy + 1 = 0 · · · · · · (b)

を解こう. (a)+(b) より x2 − y2 = 0. よって, y = ±x を得る. これを (a)
式に代入する. y = x のとき, x2 = 1 から (x, y) = (±1,±1) (複号同順）
を得る. 一方, y = −x のときは −3x2 = 1 となり, 解は存在しない. よっ
て, この連立方程式の解は (x, y) = (±1,±1) (複号同順）である. このとき,
H(±1,±1) = −4 < 0 となる. ゆえに, f(x, y) は極値を持たない.
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(8) fx(x, y) = 2xy2 − 2x, fy(x, y) = 2x2y − 2y,
fxx(x, y) = 2y2 − 2, fxy(x, y) = 4xy, fyy(x, y) = 2x2 − 2 である.
ここで, H(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− fxy(x, y)

2 = 4(x2 − 1)(y2 − 1)− 16x2y2

とおく.
連立方程式 {

fx(x, y) = 2xy2 − 2x = 0 · · · · · · (a)
fy(x, y) = 2x2y − 2y = 0 · · · · · · (b)

を解こう. (a) 式より, 2x(y2 − 1) = 0. よって, x = 0 または y = ±1 を得る.
また, (b) 式より, 2y(x2 − 1) = 0. よって, y = 0 または x = ±1 を得る. よっ
て, この連立方程式の解は, (x, y) = (0, 0), (±1,±1), (±1,∓1)（複号同順）で
ある.

(x, y) = (0, 0) のとき.

H(0, 0) = 4 > 0, fxx(0, 0) = −2 < 0

よって, (x, y) = (0, 0) のとき極大で, 極大値は f(0, 0) = 1 である.

(x, y) = (±1,±1), (±1,∓1) (複号同順） のとき.

H(±1,±1) = H(±1,∓1) = −16 < 0

となり極値をとらない.

3.17.

(1) L(x, y, t) = f(x, y)− tg(x, y) = x+ y − t(x2 + y2 − 1) とおく.
gx(x, y) = 2x, gy(x, y) = 2y,
Lx(x, y, t) = 1− 2tx, Ly(x, y, t) = 1− 2ty, Lt(x, y, t) = −(x2 + y2 − 1),
Lxx(x, y, t) = −2t, Lxy(x, y, t) = 0, Lyy(x, y, t) = −2t である.
ここで,

H(x, y, t) = Lxx(x, y, t)gy(x, y)
2 − 2Lxy(x, y, t)gx(x, y)gy(x, y)

+ Lyy(x, y, t)gx(x, y)
2

= −8t(x2 + y2)

とおく.
連立方程式 Lx(x, y, t) = 1− 2tx = 0 · · · · · · (a)

Ly(x, y, t) = 1− 2ty = 0 · · · · · · (b)
Lt(x, y, t) = −(x2 + y2 − 1) = 0 · · · · · · (c)

を解こう. (a), (b) 式より x = y =
1

2t
を得る. これを (c) 式に代入すると,

2t2 = 1. よって t = ± 1√
2
を得る. x = y =

1

2t
であったので, この連立方程

式の解は, (x, y, t) =

(
± 1√

2
,± 1√

2
,± 1√

2

)
(複号同順) である. ここで,

H

(
± 1√

2
,± 1√

2
,± 1√

2

)
= ∓ 8√

2
(複号同順)
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よって, (x, y) =

(
1√
2
,

1√
2

)
のとき, f(x, y) は g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 と

いう条件の下で極大で, 極大値は f

(
1√
2
,

1√
2

)
=

√
2 である.

また, (x, y) =

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
のとき, f(x, y)は g(x, y) = x2+y2−1 = 0

という条件の下で極小で, 極小値は f

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
= −

√
2 である.

(2) L(x, y, t) = f(x, y)− tg(x, y) = xy − t(x2 + y2 − 1) とおく.
gx(x, y) = 2x, gy(x, y) = 2y,
Lx(x, y, t) = y − 2tx, Ly(x, y, t) = x− 2ty, Lt(x, y, t) = −(x2 + y2 − 1),
Lxx(x, y, t) = −2t, Lxy(x, y, t) = 1, Lyy(x, y, t) = −2t である.
ここで,

H(x, y, t) = Lxx(x, y, t)gy(x, y)
2 − 2Lxy(x, y, t)gx(x, y)gy(x, y)

+ Lyy(x, y, t)gx(x, y)
2

= −8(ty2 + xy + tx2)

とおく.
連立方程式 Lx(x, y, t) = y − 2tx = 0 · · · · · · (a)

Ly(x, y, t) = x− 2ty = 0 · · · · · · (b)
Lt(x, y, t) = −(x2 + y2 − 1) = 0 · · · · · · (c)

を解こう. (a) 式より y = 2tx. これを (b) 式に代入すると x(1 − 4t2) = 0.

よって, x = 0 または t = ± 1

2
を得る.

ところが, x = 0 のとき y = 2tx から y = 0 となり, これは (c) を満たさ

ないので不適. よって t = ± 1

2
である.

t =
1

2
のとき. y = 2tx であったので, これより y = x を得る. これを

(c) 式に代入すると 2x2 = 1. よって (x, y) =

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
(複号同順）を

得る.

t = − 1

2
のとき. y = 2tx であったので, これより y = −x を得る. これ

を (c) 式に代入すると 2x2 = 1. よって (x, y) =

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
(複号同順）

を得る. よって, この連立方程式の解は

(x, y, t) =

(
± 1√

2
,± 1√

2
,
1

2

)
,

(
± 1√

2
,∓ 1√

2
,− 1

2

)
(複号同順)

である.
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(x, y, t) =

(
± 1√

2
,± 1√

2
,
1

2

)
のとき.

H

(
± 1√

2
,± 1√

2
,
1

2

)
= −8 < 0

よって, (x, y) =

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
(複号同順) のとき, f(x, y) は g(x, y) =

x2 + y2 − 1 = 0 という条件の下で極大で, 極大値は f

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
=

1

2
である.

また, (x, y, t) =

(
± 1√

2
,∓ 1√

2
,− 1

2

)
(複号同順) のとき.

H

(
± 1√

2
,∓ 1√

2
,− 1

2

)
= 8 > 0

よって, (x, y) =

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
(複号同順) のとき, f(x, y) は g(x, y) =

x2+ y2− 1 = 0 という条件の下で極小で, 極小値は f

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
= − 1

2
である.

(3) gx(x, y) = y, gy(x, y) = x である.
L(x, y, t) = f(x, y)− tg(x, y) = x2 + y2 − t(xy − 1) とおく.
Lx(x, y, t) = 2x− ty, Ly(x, y, t) = 2y − tx, Lt(x, y, t) = −(xy − 1),
Lxx(x, y, t) = 2, Lxy(x, y, t) = −t, Lyy(x, y, t) = 2 である.
ここで,

H(x, y, t) = Lxx(x, y, t)gy(x, y)
2 − 2Lxy(x, y, t)gx(x, y)gy(x, y)

+ Lyy(x, y, t)gx(x, y)
2

= 2x2 + 2txy + 2y2

とおく.
連立方程式 Lx(x, y, t) = 2x− ty = 0 · · · · · · (a)

Ly(x, y, t) = 2y − tx = 0 · · · · · · (b)
Lt(x, y, t) = −(xy − 1) = 0 · · · · · · (c)

を解こう. (a)式より x =
t

2
y を得る. これを (b)式に代入すると, y(4−t2) =

0 となり, y = 0 または t = ±2 を得る. ところが, y = 0 は (c) 式を満たさな
いので不適. よって t = ±2 である.

t = 2 のとき, x =
t

2
y から x = y を得る. これを (c) 式に代入すると y2 = 1

となり, (x, y, t) = (±1,±1, 2) (複号同順) を得る.

t = −2 のとき, x =
t

2
y から x = −y を得る. これを (c) 式に代入すると

−y2 = 1 となり不適.
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ここで, H(±1,±1, 2) = 8 > 0 より, (x, y) = (±1,±1) (複号同順) のと
き, f(x, y) は g(x, y) = xy − 1 = 0 という条件の下で極小で, 極小値は
f (±1,±1) = 2 である.

(4) gx(x, y) = 2x, gy(x, y) = 2y である.
L(x, y, t) = f(x, y)− tg(x, y) = 4x2 + 4xy + y2 − t(x2 + y2 − 1) とおく.
Lx(x, y, t) = 8x+ 4y − 2tx, Ly(x, y, t) = 4x+ 2y − 2ty,
Lt(x, y, t) = −(x2 + y2 − 1),
Lxx(x, y, t) = 8− 2t, Lxy(x, y, t) = 4, Lyy(x, y, t) = 2− 2t である.
ここで,

H(x, y, t) = Lxx(x, y, t)gy(x, y)
2 − 2Lxy(x, y, t)gx(x, y)gy(x, y)

+ Lyy(x, y, t)gx(x, y)
2

= 8{(4− t)y2 − 4xy + (1− t)x2}

とおく.
連立方程式 Lx(x, y, t) = 8x+ 4y − 2tx = 0 · · · · · · (a)

Ly(x, y, t) = 4x+ 2y − 2ty = 0 · · · · · · (b)
Lt(x, y, t) = −(x2 + y2 − 1) = 0 · · · · · · (c)

を解こう. (a) 式より y = − 1

2
(4 − t)x を得る. これを (b) 式に代入すると,

xt(t− 5) = 0 となり, x = 0 または t = 0, 5 を得る. ところが, x = 0 とのき,

y = − 1

2
(4 − t)x から y = 0 を得るが, これは (c) 式を満たさないので不適.

よって t = 0, 5 である.

t = 0 のとき, y = − 1

2
(4− t)x から y = −2x を得る. これを (c) 式に代入す

ると 5x2 = 1 となり, (x, y, t) =

(
± 1√

5
,∓ 2√

5
, 0

)
(複号同順) を得る.

t = 5 のとき, y = − 1

2
(4− t)x から y =

1

2
x を得る. これを (c) 式に代入す

ると
5

4
x2 = 1 となり, (x, y, t) =

(
± 2√

5
,± 1√

5
, 5

)
(複号同順) を得る.

ここで, H

(
± 1√

5
,∓ 2√

5
, 0

)
= 40 > 0 より, (x, y) =

(
± 1√

5
,∓ 2√

5

)
(複

号同順) のとき, f(x, y) は g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 という条件の下で極小

で, 極小値は f

(
± 1√

5
,∓ 2√

5

)
= 0 である.

また, H

(
± 2√

5
,± 1√

5
, 5

)
= −40 < 0 より, (x, y) =

(
± 2√

5
,± 1√

5

)
(複

号同順) のとき, f(x, y) は g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 という条件の下で極大

で, 極大値は f

(
± 2√

5
,± 1√

5

)
= 5 である.
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(5) gx(x, y) = 2x+ y, gy(x, y) = x+ 2y である.
L(x, y, t) = f(x, y)− tg(x, y) = xy − t(x2 + xy + y2 − 1) とおく.
Lx(x, y, t) = y − 2tx− ty, Ly(x, y, t) = x− tx− 2ty,
Lt(x, y, t) = −(x2 + xy + y2 − 1),
Lxx(x, y, t) = −2t, Lxy(x, y, t) = 1− t, Lyy(x, y, t) = −2t である.
ここで,

H(x, y, t) = Lxx(x, y, t)gy(x, y)
2 − 2Lxy(x, y, t)gx(x, y)gy(x, y)

+ Lyy(x, y, t)gx(x, y)
2

= −2t(x+ 2y)2 − 2(1− t)(2x+ y)(x+ 2y)− 2t(2x+ y)2

とおく.
連立方程式 Lx(x, y, t) = y − 2tx− ty = 0 · · · · · · (a)

Ly(x, y, t) = x− tx− 2ty = 0 · · · · · · (b)
Lt(x, y, t) = −(x2 + xy + y2 − 1) = 0 · · · · · · (c)

を解こう. 最初に, t = 0 ならば, (a), (b) 式から x = y = 0 となり, (c) 式を

満たさないので t ̸= 0 である. (a) 式より x =
1− t

2t
y を得る. これを (b) 式

に代入すると, y(t + 1)(3t − 1) = 0 となり, y = 0 または t = −1,
1

3
を得る.

ところが, y = 0 とのき, x =
1− t

2t
y から x = 0 を得るが, これは (c) 式を満

たさないので不適. よって t = −1,
1

3
である.

t = −1 のとき, x =
1− t

2t
y から x = −y を得る. これを (c) 式に代入すると

y2 = 1 となり, (x, y, t) = (±1,∓1,−1) (複号同順) を得る.

t =
1

3
のとき, x =

1− t

2t
y から x = y を得る. これを (c) 式に代入すると

3y2 = 1 となり, (x, y, t) =

(
± 1√

3
,± 1√

3
,
1

3

)
(複号同順) を得る.

ここで, H (±1,∓1,−1) = 8 > 0 より, (x, y) = (±1,∓1) (複号同順) のとき,
f(x, y) は g(x, y) = x2 + xy + y2 − 1 = 0 という条件の下で極小で, 極小値は
f (±1,∓1) = −1 である.

また, H

(
± 1√

3
,± 1√

3
,
1

3

)
= −8 < 0 より, (x, y) =

(
± 1√

3
,± 1√

3

)
(複

号同順) のとき, f(x, y) は g(x, y) = x2 + xy + y2 − 1 = 0 という条件の下で

極大で, 極大値は f

(
± 1√

3
,± 1√

3

)
=

1

3
である.

3.18.

(1) fx(x, y) = ex−y, fy(x, y) = −ex−y,
fxx(x, y) = ex−y, fxy(x, y) = −ex−y, fyy(x, y) = ex−y,
fxxx(x, y) = ex−y, fxxy(x, y) = −ex−y, fxyy(x, y) = ex−y, fyyy(x, y) = −ex−y



29

である. よって, f(x, y) = ex−y の (x, y) = (1, 1) における 3 次までのテイ
ラー展開は,

f(1, 1) + {fx(1, 1)(x− 1) + fy(1, 1)(y − 1)}

+
1

2!

{
fxx(1, 1)(x− 1)2 + 2fxy(1, 1)(x− 1)(y − 1) + fyy(1, 1)(y − 1)2

}
+

1

3!

{
fxxx(1, 1)(x− 1)3 + 3fxxy(1, 1)(x− 1)2(y − 1)

+ 3fxyy(1, 1)(x− 1)(y − 1)2 + fyyy(1, 1)(y − 1)3
}

= 1 + {(x− 1)− (y − 1)}+ 1

2

{
(x− 1)2 − 2(x− 1)(y − 1) + (y − 1)2

}
1

6

{
(x− 1)3 − 3(x− 1)2(y − 1) + 3(x− 1)(y − 1)2 − (y − 1)3

}
なお, 最後の結果は展開して整理をしない（以下, (4), (5) 以外の問題も

同様）.

(2) fx(x, y) = 2 cos(2x− y), fy(x, y) = − cos(2x− y),
fxx(x, y) = −4 sin(2x−y), fxy(x, y) = 2 sin(2x−y), fyy(x, y) = − sin(2x−y),
fxxx(x, y) = −8 cos(2x−y), fxxy(x, y) = 4 cos(2x−y), fxyy(x, y) = −2 cos(2x−
y), fyyy(x, y) = cos(2x − y) である. よって, f(x, y) = sin(2x − y) の
(x, y) = (1, 2) における 3 次までのテイラー展開は,

f(1, 2) + {fx(1, 2)(x− 1) + fy(1, 2)(y − 2)}

+
1

2!

{
fxx(1, 2)(x− 1)2 + 2fxy(1, 2)(x− 1)(y − 2) + fyy(1, 2)(y − 2)2

}
+

1

3!

{
fxxx(1, 2)(x− 1)3 + 3fxxy(1, 2)(x− 1)2(y − 2)

+ 3fxyy(1, 2)(x− 1)(y − 2)2 + fyyy(1, 2)(y − 2)3
}

= {2(x− 1)− (y − 2)}

− 1

6

{
8(x− 1)3 − 12(x− 1)2(y − 2) + 6(x− 1)(y − 2)2 − (y − 2)3

}

(3) f(x, y) =
1

x− y
= (x− y)−1 より,

fx(x, y) = −(x− y)−2, fy(x, y) = (x− y)−2,
fxx(x, y) = 2(x− y)−3, fxy(x, y) = −2(x− y)−3, fyy(x, y) = 2(x− y)−3,
fxxx(x, y) = −6(x − y)−4, fxxy(x, y) = 6(x − y)−4, fxyy(x, y) = −6(x − y)−4,

fyyy(x, y) = 6(x− y)−4 である. よって, f(x, y) =
1

x− y
の (x, y) = (1, 0) に
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おける 3 次までのテイラー展開は,

f(1, 0) + {fx(1, 0)(x− 1) + fy(1, 0)y}

+
1

2!

{
fxx(1, 0)(x− 1)2 + 2fxy(1, 0)(x− 1)y + fyy(1, 0)y

2
}

+
1

3!

{
fxxx(1, 0)(x− 1)3 + 3fxxy(1, 0)(x− 1)2y

+ 3fxyy(1, 0)(x− 1)y2 + fyyy(1, 0)y
3
}

= 1− {(x− 1)− y}+ {(x− 1)2 − 2(x− 1)y + y2}
−
{
(x− 1)3 − 3(x− 1)2y + 3(x− 1)y2 − y3

}
(4) fx(x, y) = ex log(1 + y), fy(x, y) = ex(1 + y)−1,

fxx(x, y) = ex log(1 + y), fxy(x, y) = ex(1 + y)−1, fyy(x, y) = −ex(1 + y)−2,
fxxx(x, y) = ex log(1+ y), fxxy(x, y) = ex(1+ y)−1, fxyy(x, y) = −ex(1+ y)−2,
fyyy(x, y) = 2ex(1 + y)−3 である. よって, f(x, y) = ex log(1 + y) の (x, y) =
(0, 0) における 3 次までのテイラー展開は,

f(0, 0) + {fx(0, 0)x+ fy(0, 0)y}

+
1

2!

{
fxx(0, 0)x

2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y
2
}

+
1

3!

{
fxxx(0, 0)x

3 + 3fxxy(0, 0)x
2y

+ 3fxyy(0, 0)xy
2 + fyyy(0, 0)y

3
}

= y +
1

2
(2xy − y2) +

1

6
(3x2y − 3xy2 + 2y3)

ex と log(1 + y) のマクローリン展開を別々に求めて, それらを掛け合わせて
3 次の項まで展開しても良い.

(5) fx(x, y) = −ey sinx, fy(x, y) = ey cosx,
fxx(x, y) = −ey cosx, fxy(x, y) = −ey sinx, fyy(x, y) = ey cosx,
fxxx(x, y) = ey sinx, fxxy(x, y) = −ey cosx, fxyy(x, y) = −ey sinx, fyyy(x, y) =
ey cosx である. よって, f(x, y) = ey cosx の (x, y) = (0, 0) における 3 次ま
でのテイラー展開は,

f(0, 0) + {fx(0, 0)x+ fy(0, 0)y}

+
1

2!

{
fxx(0, 0)x

2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y
2
}

+
1

3!

{
fxxx(0, 0)x

3 + 3fxxy(0, 0)x
2y

+ 3fxyy(0, 0)xy
2 + fyyy(0, 0)y

3
}

= 1 + y − 1

2
(x2 − y2)− 1

6
(3x2y − y3)

cosx と ey のマクローリン展開を別々に求めて, それらを掛け合わせて 3 次
の項まで展開しても良い.
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(6) f(x, y) =
√
x+ 2y = (x+ 2y)

1
2 より,

fx(x, y) =
1

2
(x+ 2y)−

1
2 , fy(x, y) = (x+ 2y)−

1
2 ,

fxx(x, y) = − 1

4
(x+ 2y)−

3
2 , fxy(x, y) = − 1

2
(x+ 2y)−

3
2 ,

fyy(x, y) = −(x+ 2y)−
3
2 ,

fxxx(x, y) =
3

8
(x+ 2y)−

5
2 , fxxy(x, y) =

3

4
(x+ 2y)−

5
2 ,

fxyy(x, y) =
3

2
(x+2y)−

5
2 , fyyy(x, y) = 3(x+2y)−

5
2 である. よって, f(x, y) =√

x+ 2y の (x, y) = (3,−1) における 3 次までのテイラー展開は,

f(3,−1) + {fx(3,−1)(x− 3) + fy(3,−1)(y + 1)}

+
1

2!

{
fxx(3,−1)(x− 3)2 + 2fxy(3,−1)(x− 3)(y + 1) + fyy(3,−1)(y + 1)2

}
+

1

3!

{
fxxx(3,−1)(x− 3)3 + 3fxxy(3,−1)(x− 3)2(y + 1)

+ 3fxyy(3,−1)(x− 3)(y + 1)2 + fyyy(3,−1)(y + 1)3
}

= 1 +
1

2
{(x− 3) + 2(y + 1)} − 1

8
{(x− 3)2 + 4(x− 3)(y + 1) + 4(y + 1)2}

+
1

48
{3(x− 3)3 + 18(x− 3)2(y + 1) + 36(x− 3)(y + 1)2 + 24(y + 1)3}

= 1 +
1

2
{(x− 3) + 2(y + 1)} − 1

8
{(x− 3)2 + 4(x− 3)(y + 1) + 4(y + 1)2}

+
1

16
{(x− 3)3 + 6(x− 3)2(y + 1) + 12(x− 3)(y + 1)2 + 8(y + 1)3}


