
例題と演習で学ぶ　微分積分学　演習問題解答
(第６刷にも対応)

第２章

2.1. C を積分定数とする.

(1)

∫
x4dx =

1

5
x5 + C

(2)

∫
1

x2
dx =

∫
x−2dx = −x−1 + C = − 1

x
+ C

(3)

∫ √
xdx =

∫
x

1
2 dx =

2

3
x

3
2 + C

(4)

∫
(x+ 1)3dx =

∫
(x3 + 3x2 + 3x+ 1)dx =

1

4
x4 + x3 +

3

2
x2 + x+ C

(5)

∫
1

9 + x2
dx =

∫
1

32 + x2
dx =

1

3
tan−1 x

3
+ C

(6)

∫
cosx

sinx
dx =

∫
(sinx)′

sinx
dx = log | sinx|+ C

(7)

∫
x+ 1

x2 + 2x+ 3
dx =

1

2

∫
(x2 + 2x+ 3)′

x2 + 2x+ 3
dx =

1

2
log(x2 + 2x+ 3) + C

(8)

∫
3x2 − 4 3

√
x

x
√
x

dx =

∫ (
3x

1
2 − 4x− 7

6

)
dx = 2x

3
2 + 24x− 1

6 + C

(9)

∫
x2

(
x− 2

x

)3

dx =

∫
x2

(
x3 − 6x+

12

x
− 8

x3

)
dx

=

∫ (
x5 − 6x3 + 12x− 8

x

)
dx

=
1

6
x6 − 3

2
x4 + 6x2 − 8 log |x|+ C

(10)

∫
2x3 − 3

√
x

x2
√
x

dx =

∫ (
2x

1
2 − 3x−2

)
dx =

4

3
x

3
2 + 3x−1 + C

(11)

∫
(
√
x− 1)2

2x
√
x

dx =

∫
x− 2

√
x+ 1

2x
√
x

dx =

∫ (
1

2
x− 1

2 − x−1 +
1

2
x− 3

2

)
dx

= x
1
2 − log |x| − x− 1

2 + C

(12)

∫
x
√
xdx =

∫
x

3
2 dx =

2

5
x

5
2 + C

(13)

∫
x
3
√
x
dx =

∫
x

2
3 dx =

3

5
x

5
3 + C

1
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(14)

∫
2x+ 1

x2
dx =

∫
(2x−1 + x−2)dx = 2 log |x| − x−1 + C

(15)

∫
3x− 4√

x
dx =

∫ (
3x

1
2 − 4x− 1

2

)
dx = 2x

3
2 − 8x

1
2 + C

(16)

∫
(
√
x− 1)3√

x
dx =

∫
x
√
x− 3x+ 3

√
x− 1√

x
dx

=

∫ (
x− 3x

1
2 + 3− x− 1

2

)
dx

=
1

2
x2 − 2x

3
2 + 3x− 2x

1
2 + C

(17)

∫
(3 sin x− 4 cos x)dx = −3 cos x− 4 sin x+ C

(18)

∫
1− cos3 x

cos2 x
dx =

∫ (
1

cos2 x
− cosx

)
dx = tan x− sinx+ C

(19)

∫
(ex − 2x)dx = ex − 2x

log 2
+ C

(20)

∫ (
x

1
4 − x

1
3

)2
dx =

∫ (
x

1
2 − 2x

7
12 + x

2
3

)
dx =

2

3
x

3
2 − 24

19
x

19
12 +

3

5
x

5
3 +C

2.2. C を積分定数とする.

(1)

∫
x sinxdx =

∫
x(− cosx)′dx = −x cosx+

∫
cosxdx

= −x cosx+ sinx+ C

(2)

∫
xe−xdx =

∫
x(−e−x)′dx = −xe−x +

∫
e−xdx = −(x+ 1)e−x + C

(3)

∫
(x+ 3) cos 2xdx =

∫
(x+ 3)

(
1

2
sin 2x

)′

dx

=
x+ 3

2
sin 2x− 1

2

∫
sin 2xdx

=
x+ 3

2
sin 2x+

1

4
cos 2x+ C

(4)

∫
x log xdx =

∫ (
1

2
x2

)′

log xdx

=
1

2
x2 log x− 1

2

∫
xdx =

1

2
x2 log x− 1

4
x2 + C

(5)

∫
log(x+ 1)dx =

∫
(x+ 1)′ log(x+ 1)dx

= (x+ 1) log(x+ 1)−
∫

dx = (x+ 1) log(x+ 1)− x+ C
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(6)

∫
(x− 1)exdx = (x− 1)ex −

∫
exdx = (x− 2)ex + C

(7)

∫ √
x log xdx =

2

3
x

3
2 log x− 2

3

∫
x

1
2 dx =

2

3
x

3
2 log x− 4

9
x

3
2 + C

(8)

∫
(1− 2x) sin xdx = (1− 2x)(− cosx)− 2

∫
cosxdx

= (2x− 1) cos x− 2 sin x+ C

(9)

∫
xaxdx = x

ax

log a
− 1

log a

∫
axdx = x

ax

log a
− ax

(log a)2
+ C

(10) I =

∫
ex cosxdx とおく.

I =

∫
ex cosxdx = ex cosx+

∫
ex sinxdx

= ex cosx+

(
ex sinx−

∫
ex cosxdx

)
= ex(sinx+ cosx)− I

よって,

∫
ex cosxdx =

ex

2
(sinx+ cosx) + C.

(11)

∫
sin3 xdx =

∫
sinx · sin2 xdx

= − cosx sin2 x+

∫
cosx · 2 sin x cosxdx

= − cosx sin2 x+ 2

∫
sinx(1− sin2 x)dx

= − cosx sin2 x− 2 cos x− 2

∫
sin3 xdx

よって,

∫
sin3 xdx = − 1

3
sin2 x cosx− 2

3
cosx+ C

(12)

∫
x log(x2 + 1)dx =

∫ (
x2 + 1

2

)′

log(x2 + 1)dx

=
x2 + 1

2
log(x2 + 1)− 1

2

∫
2xdx

=
x2 + 1

2
log(x2 + 1)− 1

2
x2 + C
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(13) I =

∫
sin5 xdx とおく.

I =

∫
sin5 xdx =

∫
sinx sin4 xdx

= − cosx sin4 x+

∫
cosx · 4 sin3 x cosxdx

= − cosx sin4 x+ 4

∫
(1− sin2 x) sin3 xdx

= − cosx sin4 x+ 4

∫
sin3 xdx− 4I

よって,∫
sin5 xdx = − 1

5
sin4 x cosx+

4

5

∫
sin3 xdx

= − 1

5
sin4 x cosx+

4

5

(
− 1

3
sin2 x cosx− 2

3
cosx

)
+ C

= − 1

5
sin4 x cosx− 4

15
sin2 x cosx− 8

15
cosx+ C

(14)

∫
xex+1dx = xex+1 −

∫
ex+1dx = (x− 1)ex+1 + C

(15)

∫
x log(x+ 2)dx =

∫ (
x2 − 4

2

)′

log(x+ 2)dx

=
x2 − 4

2
log(x+ 2)− 1

2

∫
(x2 − 4) · 1

x+ 2
dx

=
x2 − 4

2
log(x+ 2)− 1

2

∫
(x− 2)dx

=
x2 − 4

2
log(x+ 2)− 1

4
(x2 − 4x) + C

(16)

∫
ex log(ex + 1)dx =

∫
(ex + 1)′ log(ex + 1)dx

= (ex + 1) log(ex + 1)dx−
∫

(ex + 1) · ex

ex + 1
dx

= (ex + 1) log(ex + 1)dx−
∫

exdx

= (ex + 1) log(ex + 1)dx− ex + C

(17)

∫
x sin(x− 1)dx = −x cos(x− 1) +

∫
cos(x− 1)dx

= −x cos(x− 1) + sin(x− 1)
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(18)

∫
x5 log xdx =

1

6
x6 log x− 1

6

∫
x5dx =

1

6
x6 log x− 1

36
x6 + C

(19) I =

∫
cos3 xdx とおく.

I =

∫
cosx · cos2 xdx = sin x cos2 x−

∫
sinx · 2 cos x(− sinx)dx

= sin x cos2 x+ 2

∫
cosxdx− 2

∫
cos3 xdx

= sin x cos2 x+ 2 sin x− 2I

よって,

∫
cos3 xdx =

1

3
sinx cos2 x+

2

3
sinx+ C.

(20) 部分積分の計算を 3 回行えばよい.∫
x3 sinxdx = −x3 cosx+

∫
3x2 cosxdx

= −x3 cosx+ 3

(
x2 sinx− 2

∫
x sinxdx

)
= −x3 cosx+ 3x2 sinx− 6

(
−x cosx+

∫
cosxdx

)
= −x3 cosx+ 3x2 sinx+ 6x cosx− 6 sin x+ C

2.3.

(1) log x = t とおくと,
1

x
dx = dt. よって,

∫
1

x log x
dx =

∫
1

t
dt = log |t|+ C = log | log x|+ C

(2)

∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1

(x+ 1)2 + 1
dx. ここで, x+ 1 = t とおくと,

dx = dt. よって,∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1

t2 + 1
dt = tan−1 t+ C = tan−1(x+ 1) + C
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(3)

∫
2x

x2 − 2x+ 5
dx =

∫
2x

(x− 1)2 + 4
dx. ここで, x− 1 = t とおくと,

dx = dt. よって,∫
2x

x2 − 2x+ 5
dx =

∫
2t+ 2

t2 + 4
dt

=

∫
2t

t2 + 4
dt+

∫
2

t2 + 4
dt

= log(t2 + 4) + tan−1 t

2
+ C

= log(x2 − 2x+ 5) + tan−1 x− 1

2
+ C

(4) 2x = t とおくと, 2dx = dt, すなわち dx =
1

2
dt. よって,∫

cos 2xdx =
1

2

∫
cos tdt =

1

2
sin t+ C =

1

2
sin 2x+ C

(5)

∫
sin2 xdx =

∫
1− cos 2x

2
dx. ここで, 2x = t とおくと, 2dx = dt, すなわち

dx =
1

2
dt. よって,∫

sin2 xdx =
1

2

∫
1− cos t

2
dt =

1

4
t− 1

4
sin t+ C =

1

2
x− 1

4
sin 2x+ C

(6)

∫
cos2 xdx =

∫
1 + cos 2x

2
dx. ここで, 2x = t とおくと, 2dx = dt, すなわ

ち dx =
1

2
dt. よって,∫

cos2 xdx =
1

2

∫
1 + cos t

2
dt =

1

4
t+

1

4
sin t+ C =

1

2
x+

1

4
sin 2x+ C

(7) 3x = t とおくと, 3dx = dt, すなわち, dx =
1

3
dt. よって,∫

e3xdx =
1

3

∫
etdt =

1

3
et + C =

1

3
e3x + C

(8) sin x = t とおくと, cos xdx = dt. よって,∫
cosxesinxdx =

∫
etdt = et + C = esinx + C

(9) 3x = t とおくと, 3dx = dt, すなわち, dx =
1

3
dt. よって,∫

1√
4− 9x2

dx =
1

3

∫
1√

4− t2
dt =

1

3
sin−1 t

2
+ C =

1

3
sin−1 3

2
x+ C
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(10) log(1 + x2) = t とおくと,
2x

1 + x2
dx = dt, すなわち,

x

1 + x2
dx =

1

2
dt.

よって,∫
x log(1 + x2)

1 + x2
dx =

1

2

∫
tdt =

1

4
t2 + C =

1

4

{
log(1 + x2)

}2
+ C

(11) 1− x2 = t とおくと, −2xdx = dt, すなわち, xdx = − 1

2
dt. よって,∫

x
√
1− x2dx = − 1

2

∫ √
tdt = − 1

3
t

3
2 + C = − 1

3
(1− x2)

3
2 + C

(12) 3− x = t とおくと, −dx = dt, すなわち dx = −dt. よって,∫
x2

(3− x)2
dx = −

∫
(3− t)2

t2
dt

= −
∫

t2 − 6t+ 9

t2
dt

= −
∫ (

1− 6

t
+

9

t2

)
dt

= −t+ 6 log |t|+ 9

t
+ C = x− 3 + 6 log |x− 3|+ 9

x− 3
+ C

(13)

∫
ex

1 + ex
dx =

∫
(1 + ex)′

1 + ex
dx = log(1 + ex) + C

(14) 3x+ 2 = t とおくと, 3dx = dt, すなわち, dx =
1

3
dt. よって,∫

(3x+ 2)4dx =
1

3

∫
t4dt =

1

15
t5 + C =

1

15
(3x+ 2)5 + C

(15) 2− x = t とおくと, −dx = dt, すなわち, dx = −dt. よって,∫ √
2− xdx = −

∫ √
tdt = − 2

3
(2− x)

3
2 + C

(16)

∫
1

4x+ 1
dx =

1

4

∫
(4x+ 1)′

4x+ 1
dx =

1

4
log |4x+ 1|+ C

(17) 5x+ 2 = t とおくと, 5dx = dt, すなわち, dx =
1

5
dt. よって,∫

1

(5x+ 2)3
dx =

1

5

∫
1

t3
dt = − 1

10t2
+ C = − 1

10(5x+ 2)2
+ C

(18) 4x+ 1 = t とおくと, 4dx = dt, すなわち dx =
1

4
dt. よって,∫

e4x+1dx =
1

4

∫
etdt =

1

4
et + C =

1

4
e4x+1 + C
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(19)
π

3
− 2x = t とおくと, −2dx = dt, すなわち, dx = − 1

2
dt. よって,∫

sin
( π

3
− 2x

)
dx = − 1

2

∫
sin tdt =

1

2
cos t+ C =

1

2
cos
( π

3
− 2x

)
+ C

(20) 2x−1 = tとおくと, x =
t+ 1

2
. また 2dx = dt,すなわち, dx =

1

2
dt. よって,∫

x
√
2x− 1dx =

1

2

∫
t+ 1

2
·
√
tdt

=
1

4

∫ (
t

3
2 + t

1
2

)
dt

=
1

10
t

5
2 +

1

6
t

3
2 + C

=
1

10
(2x− 1)

5
2 +

1

6
(2x− 1)

3
2 + C

=
1

30
(2x− 1)

3
2 {3(2x− 1) + 5}+ C

=
1

15
(2x− 1)

3
2 (3x+ 1) + C

(21) x+ 1 = t とおくと, x = t− 1. また dx = dt. よって,∫
x
√
x+ 1dx =

∫
(t− 1)

√
tdt

=

∫ (
t

3
2 − t

1
2

)
dt

=
2

5
t

5
2 − 2

3
t

3
2 + C

=
2

15
t

3
2 (3t− 5) + C

=
2

15
(x+ 1)

3
2 (3x− 2) + C

(22) 3x− 1 = t とおくと, 3dx = dt, すなわち dx =
1

3
dt. よって,∫

x

3x− 1
dx =

1

3

∫ 1
3
(t+ 1)

t
dt

=
1

9

∫ (
1 +

1

t

)
dt

=
1

9
t+ log |t|+ C

=
1

9
(3x− 1) +

1

9
log |3x− 1|+ C
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(23) x− 1 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
x2

√
x− 1

dx =

∫
(t+ 1)2√

t
dt

=

∫ (
t

3
2 + 2t

1
2 + t−

1
2

)
dt

=
2

5
t

5
2 +

4

3
t

3
2 + 2t

1
2 + C

=
2

15
t

1
2

(
3t2 + 10t+ 15

)
+ C

=
2

15
(3x2 + 4x+ 8)

√
x− 1 + C

(24) x2 + 1 = t とおくと, 2xdx = dt. よって,∫
2x

√
x2 + 1dx =

∫ √
tdt

=
2

3
t

3
2 + C

=
2

3
(x2 + 1)

3
2 + C

(25) x3 − 1 = t とおくと, 3x2dx = dt, すなわち x2dx =
1

3
dt. よって,∫

x2
√
x3 − 1dx =

1

3

∫ √
tdt

=
2

9
t

3
2 + C

=
2

9
(x3 − 1)

3
2 + C

(26) sin x = t とおくと, cos xdx = dt. よって,∫
sin3 x cosxdx =

∫
t3dt =

1

4
t4 + C =

1

4
sin4 x+ C

(27) 2x− 3 = t とおくと, 2dx = dt, すなわち dx =
1

2
dt. よって,∫

3
√
(2x− 3)2dx =

1

2

∫
t

2
3 dt =

1

2
· 3

5
t

5
3 + C =

3

10
(2x− 3)

5
3 + C

(28) 3x = t とおくと, 3dx = dt, すなわち dx =
1

3
dt. よって,∫

1

cos2 3x
dx =

1

3

∫
1

cos2 t
dt =

1

3
tan t+ C =

1

3
tan 3x+ C
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(29) 2x+ 3 = t とおくと, 2dx = dt, すなわち dx =
1

2
dt. よって,∫

x(2x+ 3)3dx =
1

2

∫
t− 3

2
t3dt

=
1

4

∫
(t4 − 3t3)dt

=
1

4

(
1

5
t5 − 3

4
t4
)
+ C

=
1

80
t4(4t− 15) + C

=
1

80
(8x− 3)(2x+ 3)4 + C

(30) 2x+ 1 = t とおくと, 2dx = dt, すなわち dx =
1

2
dt. よって,∫

2x− 1√
2x+ 1

dx =
1

2

∫
t− 2√

t
dt

=
1

2

∫
(t

1
2 − 2t−

1
2 )dt

=
1

2

(
2

3
t

3
2 − 4t

1
2

)
+ C

=
t

1
2

3
(t− 6) + C

=
1

3
(2x− 5)

√
2x+ 1 + C

(31) 4− 3x2 = t とおくと, −6xdx = dt, すなわち xdx = − 1

6
dt. よって,∫

x√
4− 3x2

dx = − 1

6

∫
1√
t
dt

= − 1

6

∫
t−

1
2 dt

= − 1

3
t

1
2 + C

= − 1

3
(4− 3x2)

1
2 + C

(32) 3x3 = t とおくと, 9x2dx = dt, すなわち, x2dx =
1

9
dt. よって,∫

x2e3x
3

dx =
1

9

∫
etdt =

1

9
et + C =

1

9
e3x

3

+ C
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2.4.

(1) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち sinxdx = −dt. よって,∫
sinx

cos2 x
dx =

∫ (
− 1

t2

)
dt =

1

t
+ C =

1

cosx
+ C

(2) x2 = t とおくと, 2xdx = dt. よって,∫
2x

x4 + 1
dx =

∫
1

t2 + 1
dt = tan−1 t+ C = tan−1 x2 + C

(3)
√
ex − 1 = t とおくと, ex = t2 + 1,

ex

2
√
ex − 1

dx = dt, すなわち, dx =

2t

t2 + 1
dt. よって,∫ √

ex − 1dx =

∫
t · 2t

t2 + 1
dt

= 2

∫
t2

t2 + 1
dt

= 2

∫ (
1− 1

t2 + 1

)
dt

= 2t− 2 tan−1 t+ C

= 2
√
ex − 1− 2 tan−1

√
ex − 1 + C

(4) x = sin t とおくと, dx = cos tdt. よって,∫ √
1− x2dx =

∫ √
1− sin2 t cos tdt

=

∫
cos2 tdt

=

∫
1 + cos 2t

2
dt

=
1

2
t+

1

4
sin 2t+ C

=
1

2
sin−1 x+

1

2
sin(sin−1 x) cos(sin−1 x) + C

=
1

2
sin−1 x+

1

2
x
√
1− x2 + C

(5) sin x = t とおくと, cos xdx = dt. よって,∫
sin2 x cosxdx =

∫
t2dt =

1

3
t3 + C =

1

3
sin3 x+ C
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(6) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち sinxdx = −dt. よって,∫ √
cosx sinxdx = −

∫ √
tdt = − 2

3
t

3
2 + C = − 2

3
cos

3
2 x+ C

2.5.

(1)
1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 5)
=

A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

x+ 5
とおく.

両辺を (x+ 1)(x− 2)(x+ 5) 倍すると,

1 = A(x− 2)(x+ 5) +B(x+ 1)(x+ 5) + C(x+ 1)(x− 2)

この式に x = −1 を代入すると, A = − 1

12
, x = 2 を代入すると, B =

1

21
,

x = −5 を代入すると, C =
1

28
. よって,

1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 5)
= − 1

12(x+ 1)
+

1

21(x− 2)
+

1

28(x+ 5)

(2)
3x− 2

x(x− 1)(x− 2)
=

A

x
+

B

x− 1
+

C

x− 2
とおく.

両辺を x(x− 1)(x− 2) 倍すると,

3x− 2 = A(x− 1)(x− 2) +Bx(x− 2) + Cx(x− 1)

この式に x = 0 を代入すると, A = −1, x = 1 を代入すると, B = −1, x = 2
を代入すると, C = 2. よって,

3x− 2

x(x− 1)(x− 2)
= − 1

x
− 1

x− 1
+

2

x− 2

(3)
2x

(x− 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 1
とおく.

両辺を (x− 1)(x2 + 1) 倍すると,

2x = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x− 1)

この式に x = 1 を代入すると, A = 1, x = 0 を代入すると, 0 = A− C より
C = 1. 両辺の x2 の係数を比較すると, 0 = A+B より B = −1. よって,

2x

(x− 1)(x2 + 1)
=

1

x− 1
− x− 1

x2 + 1

(4)
2x+ 1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1
とおく.

両辺を x(x2 + 1) 倍すると,

2x+ 1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)x

= (A+B)x2 + Cx+ A

これより, A = 1, C = 2, B = −1. よって,

2x+ 1

x(x2 + 1)
=

1

x
− x− 2

x2 + 1
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(5)
1

(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + 1
とおく.

両辺を (x+ 1)(x2 + 1) 倍すると,

1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A =
1

2
, x = 0 を代入すると, 1 = A + C

より C =
1

2
. 両辺の x2 の係数を比較すると, 0 = A + B より B = − 1

2
.

よって,
1

(x+ 1)(x2 + 1)
=

1

2(x+ 1)
− x− 1

2(x2 + 1)

(6)
x+ 1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1
とおく.

両辺を x(x2 + 1) 倍すると,

x+ 1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)x

= (A+B)x2 + Cx+ A

これより, A = 1, C = 1, B = −1. よって,

x+ 1

x(x2 + 1)
=

1

x
− x− 1

x2 + 1

(7)
2x− 1

(x+ 2)(x2 + 1)
=

A

x+ 2
+

Bx+ C

x2 + 1
とおく.

両辺を (x+ 2)(x2 + 1) 倍すると,

2x− 1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x+ 2)

この式に x = −2 を代入すると, A = −1, x = 0 を代入すると, −1 = A+ 2C
より C = 0. 両辺の x2 の係数を比較すると, 0 = A+B よりB = 1. よって,

2x− 1

(x+ 2)(x2 + 1)
= − 1

x+ 2
+

x

x2 + 1

(8)
5x+ 1

(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + 1
とおく.

両辺を (x+ 1)(x2 + 1) 倍すると,

5x+ 1 = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A = −2, x = 0 を代入すると, 1 = A+C よ
り C = 3. 両辺の x2 の係数を比較すると, 0 = A+B よりB = 2. よって,

5x+ 1

(x+ 1)(x2 + 1)
= − 2

x+ 1
+

2x+ 3

x2 + 1
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(9)
1

x(x+ 1)2
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
とおく.

両辺を x(x+ 1)2 倍すると,

1 = A(x+ 1)2 +Bx(x+ 1) + Cx

この式に x = 0 を代入すると, A = 1, x = −1 を代入すると, C = −1. 両辺
の x2 の係数を比較すると, 0 = A+B よりB = −1. よって,

1

x(x+ 1)2
=

1

x
− 1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2

(10)
x

(x− 1)(x− 2)2
=

A

x− 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
とおく.

両辺を (x− 1)(x− 2)2 倍すると,

x = A(x− 2)2 +B(x− 1)(x− 2) + C(x− 1)

この式に x = 1 を代入すると, A = 1, x = 2 を代入すると, C = 2. 両辺の x2

の係数を比較すると, 0 = A+B よりB = −1. よって,

x

(x− 1)(x− 2)2
=

1

x− 1
− 1

x− 2
+

2

(x− 2)2

(11)
x− 7

(x+ 2)(x− 1)2
=

A

x+ 2
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
とおく.

両辺を (x+ 2)(x− 1)2 倍すると,

x− 7 = A(x− 1)2 +B(x+ 2)(x− 1) + C(x+ 2)

この式に x = 1 を代入すると, C = −2, x = −2 を代入すると, A = −1. 両
辺の x2 の係数を比較すると, 0 = A+B よりB = 1. よって,

x− 7

(x+ 2)(x− 1)2
= − 1

x+ 2
+

1

x− 1
− 2

(x− 1)2

(12)
x+ 2

(x2 − 1)2
=

x+ 2

(x− 1)2(x+ 1)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2

とおく. 両辺を (x2 − 1)2 倍すると,

x+ 2 = A(x− 1)(x+ 1)2 +B(x+ 1)2 + C(x− 1)2(x+ 1) +D(x− 1)2

この式に x = 1 を代入すると, B =
3

4
, x = −1 を代入すると, D =

1

4
, x = 0

を代入すると, −A+B +C +D = 2 より, −A+C = 1. 両辺の x3 の係数を

比較すると, 0 = A+ C. これより, A = − 1

2
, C =

1

2
. よって,

x+ 2

(x2 − 1)2
= − 1

2(x− 1)
+

3

4(x− 1)2
+

1

2(x+ 1)
+

1

4(x+ 1)2
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(13)
x2

x4 − 1
=

x2

(x2 − 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 1
とおく.

両辺を x4 − 1 倍すると,

x2 = A(x+ 1)(x2 + 1) +B(x− 1)(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 − 1)

この式に x = 1 を代入すると, A =
1

4
, x = −1 を代入すると, B = − 1

4
,

x = 0 を代入すると, A−B −D = 0 より, D =
1

2
. 両辺の x3 の係数を比較

すると, A+B + C = 0 より, C = 0. よって,

x2

x4 − 1
=

1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
+

1

2(x2 + 1)

(14)
1

x4 − 1
=

1

(x2 − 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 1
とおく.

両辺を x4 − 1 倍すると,

1 = A(x+ 1)(x2 + 1) +B(x− 1)(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 − 1)

この式に x = 1 を代入すると, A =
1

4
, x = −1 を代入すると, B = − 1

4
,

x = 0 を代入すると, A− B −D = 1 より, D = − 1

2
. 両辺の x3 の係数を比

較すると, A+B + C = 0 より, C = 0. よって,

1

x4 − 1
=

1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
− 1

2(x2 + 1)

(15)
1

x3 − 1
=

1

(x− 1)(x2 + x+ 1)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
とおく.

両辺を x3 − 1 倍すると,

1 = A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x− 1)

この式に x = 1 を代入すると, A =
1

3
, x = 0 を代入すると, A − C = 1 よ

り, C = − 2

3
. 両辺の x2 の係数を比較すると, A + B = 0 より, B = − 1

3
.

よって,
1

x3 − 1
=

1

3(x− 1)
− x+ 2

3(x2 + x+ 1)

(16)
3x3 + 3x2 + 13x+ 5

x(x+ 1)(x2 + 2x+ 5)
=

A

x
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 2x+ 5
とおく.

両辺を x(x+ 1)(x2 + 2x+ 5) 倍すると,

3x3 + 3x2 + 13x+ 5

= A(x+ 1)(x2 + 2x+ 5) +Bx(x2 + 2x+ 5) + (Cx+D)x(x+ 1)
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この式に x = 0 を代入すると, A = 1, x = −1 を代入すると, B = 2. 両辺の
x3 の係数を比較すると, A + B + C = 3 より, C = 0. x = 1 を代入すると,
8A+ 4B + C +D = 12 より, D = −4.
よって,

3x3 + 3x2 + 13x+ 5

x(x+ 1)(x2 + 2x+ 5)
=

1

x
+

2

x+ 1
− 4

x2 + 2x+ 5

(17)
x2

(x2 + 1)2
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2
とおく.

両辺を (x2 + 1)2 倍すると,

x2 = (Ax+B)(x2 + 1) + Cx+D

= Ax3 +Bx2 + (A+ C)x+B +D

これより, A = 0, B = 1, C = 0, D = −1. よって,

x2

(x2 + 1)2
=

1

x2 + 1
− 1

(x2 + 1)2

(18)
2x2 − 5x− 4

(x+ 1)2(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

Cx+D

x2 − x+ 1
とおく.

両辺を (x+ 1)2(x2 − x+ 1) 倍すると,

2x2 − 5x− 4 = A(x+ 1)(x2 − x+ 1) +B(x2 − x+ 1) + (Cx+D)(x+ 1)2

この式に x = −1を代入すると, B = 1, x = 0を代入すると, A+B+D = −4
より, A +D = −5. x = 1 を代入すると, A + 2C + 2D = −4. 両辺の x3 の
係数を比較すると, 0 = A + C. この連立方程式を解くと, A = −2, C = 2,
D = −3. よって,

2x2 − 5x− 4

(x+ 1)2(x2 − x+ 1)
= − 2

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

2x− 3

x2 − x+ 1

(19)
1

(x2 + 1)(x2 + 3)
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

x2 + 3
とおく.

両辺を (x2 + 1)(x2 + 3) 倍すると,

1 = (Ax+B)(x2 + 3) + (Cx+D)(x2 + 1)

= (A+ C)x3 + (B +D)x2 + (3A+ C)x+ (3B +D)

これより, A+C = 0, 3A+C = 0, B +D = 0, 3B +D = 1 からA = C = 0,

B =
1

2
, D = − 1

2
. よって,

1

(x2 + 1)(x2 + 3)
=

1

2(x2 + 1)
− 1

2(x2 + 3)
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(20)
1

x3 + 1
=

1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
とおく.

両辺を x3 + 1 倍すると,

1 = A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A =
1

3
, x = 0 を代入すると, A + C = 1

より, C =
2

3
. 両辺の x2 の係数を比較すると, 0 = A + B より B = − 1

3
.

よって,
1

x3 + 1
=

1

3(x+ 1)
− x− 2

3(x2 − x+ 1)

(21)
x2

x3 + 1
=

x2

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
とおく.

両辺を x3 + 1 倍すると,

x2 = A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A =
1

3
, x = 0 を代入すると, A + C = 0

より, C = − 1

3
. 両辺の x2 の係数を比較すると, 1 = A + B より B =

2

3
.

よって,
x2

x3 + 1
=

1

3(x+ 1)
+

2x− 1

3(x2 − x+ 1)

(22)
2x+ 1

x(x− 1)(x+ 2)
=

A

x
+

B

x− 1
+

C

x+ 2
とおく.

両辺を x(x− 1)(x+ 2) 倍すると,

2x+ 1 = A(x− 1)(x+ 2) +Bx(x+ 2) + Cx(x− 1)

この式に x = 0を代入すると, A = − 1

2
, x = 1を代入すると, B = 1, x = −2

を代入すると, C = − 1

2
. よって,

2x+ 1

x(x− 1)(x+ 2)
= − 1

2x
+

1

x− 1
− 1

2(x+ 2)

(23)
x3 + x2 + 2x+ 1

(x2 + 1)2
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2
とおく.

両辺を (x2 + 1)2 倍すると,

x3 + x2 + 2x+ 1 = (Ax+B)(x2 + 1) + Cx+D

= Ax3 +Bx2 + (A+ C)x+B +D

これより, A = B = C = 1, D = 0. よって,

x3 + x2 + 2x+ 1

(x2 + 1)2
=

x+ 1

x2 + 1
+

x

(x2 + 1)2
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(24)
x+ 1

x2(x2 + 4x+ 5)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 + 4x+ 5
とおく.

両辺を x2(x2 + 4x+ 5) 倍すると,

x+ 1 = Ax(x2 + 4x+ 5) +B(x2 + 4x+ 5) + (Cx+D)x2

= (A+ C)x3 + (4A+B +D)x2 + (5A+ 4B)x+ 5B

これより, B =
1

5
, A =

1

25
, D = − 9

25
, C = − 1

25
. よって,

x+ 1

x2(x2 + 4x+ 5)
=

1

25x
+

1

5x2
− x+ 9

25(x2 + 4x+ 5)

(25)
x2 + 6x+ 11

(x+ 2)3
=

A

x+ 2
+

B

(x+ 2)2
+

C

(x+ 2)3
とおく.

両辺を (x+ 2)3 倍すると,

x2 + 6x+ 11 = A(x+ 2)2 +B(x+ 2) + C

= Ax2 + (4A+B)x+ (4A+ 2B + C)

これより, A = 1, B = 2, C = 3. よって,

x2 + 6x+ 11

(x+ 2)3
=

1

x+ 2
+

2

(x+ 2)2
+

3

(x+ 2)3

(26)
5x2 − 8

x4 − 5x2 + 4
=

5x2 − 8

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)(x+ 2)

=
A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x− 2
+

D

x+ 2
とおく.

両辺を x4 − 5x2 + 4 倍すると,

5x2 − 8 = A(x+ 1)(x− 2)(x+ 2) +B(x− 1)(x− 2)(x+ 2)

+ C(x− 1)(x+ 1)(x+ 2) +D(x− 1)(x+ 1)(x− 2)

この式に x = 1 を代入すると, A =
1

2
, x = −1 を代入すると, B = − 1

2
,

x = 2 を代入すると, C = 1, x = −2 を代入すると, D = −1. よって,

5x2 − 8

x4 − 5x2 + 4
=

1

2(x− 1)
− 1

2(x+ 1)
+

1

x− 2
− 1

x+ 2

(27)
x3 + x− 1

x4 + x2
=

x3 + x− 1

x2(x2 + 1)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 + 1
とおく.

両辺を x4 + x2 倍すると,

x3 + x− 1 = Ax(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)x2

= (A+ C)x3 + (B +D)x2 + Ax+B

これより, A = 1, B = −1, C = 0, D = 1. よって,

x3 + x− 1

x4 + x2
=

1

x
− 1

x2
+

1

x2 + 1
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(28)
x2 + 4x− 3

x3 − 2x2 − x+ 2
=

x2 + 4x− 3

(x+ 1)(x− 1)(x− 2)

=
A

x+ 1
+

B

x− 1
+

C

x− 2
とおく.

両辺を x3 − 2x2 − x+ 2 倍すると,

x2 + 4x− 3 = A(x− 1)(x− 2) +B(x+ 1)(x− 2) + C(x+ 1)(x− 1)

この式に x = −1 を代入すると, A = −1, x = 1 を代入すると, B = −1,
x = 2 を代入すると, C = 3. よって,

x2 + 4x− 3

x3 − 2x2 − x+ 2
= − 1

x+ 1
− 1

x− 1
+

3

x− 2

(29)
x2 + 5x+ 1

x3 + 4x2 + 9x+ 10
=

x2 + 5x+ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
=

A

x+ 2
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 5
とおく. 両辺を x3 + 4x2 + 9x+ 10 倍すると,

x2 + 5x+ 1 = A(x2 + 2x+ 5) + (Bx+ C)(x+ 2)

この式に x = −2 を代入すると, A = −1, x = 0 を代入すると, 5A+ 2C = 1
より, C = 3. 両辺の x2 の係数を比較すると, 1 = A+B より B = 2. よって,

x2 + 5x+ 1

x3 + 4x2 + 9x+ 10
= − 1

x+ 2
+

2x+ 3

x2 + 2x+ 5

(30)
x2 − x+ 2

x3 + 3x2 + 3x+ 1
=

x2 − x+ 2

(x+ 1)3
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3
とおく.

両辺を x3 + 3x2 + 3x+ 1 倍すると,

x2 − x+ 2 = A(x+ 1)2 +B(x+ 1) + C

= Ax2 + (2A+B)x+ (A+B + C)

これより, A = 1, B = −3, C = 4. よって,

x2 − x+ 2

x3 + 3x2 + 3x+ 1
=

1

x+ 1
− 3

(x+ 1)2
+

4

(x+ 1)3

2.6.

(1)
1

(x+ 1)(x− 5)
=

A

x+ 1
+

B

x− 5
とおく.

両辺を (x+ 1)(x− 5) 倍すると,

1 = A(x− 5) +B(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A = − 1

6
, x = 5 を代入すると, B =

1

6
.

よって,
1

(x+ 1)(x− 5)
=

1

6(x− 5)
− 1

6(x+ 1)
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より, ∫
1

(x+ 1)(x− 5)
dx =

∫ {
1

6(x− 5)
− 1

6(x+ 1)

}
dx

=
1

6
log |x− 5| − 1

6
log |x+ 1|+ C

(2)
1

x2 − 6x− 7
=

1

(x+ 1)(x− 7)
=

A

x+ 1
+

B

x− 7
とおく.

両辺を x2 − 6x− 7 倍すると,

1 = A(x− 7) +B(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A = − 1

8
, x = 7 を代入すると, B =

1

8
.

よって,
1

x2 − 6x− 7
=

1

8(x− 7)
− 1

8(x+ 1)

より, ∫
1

x2 − 6x− 7
dx =

∫ {
1

8(x− 7)
− 1

8(x+ 1)

}
dx

=
1

8
log |x− 7| − 1

8
log |x+ 1|+ C

(3)
1

x2 + 5x+ 6
=

1

(x+ 2)(x+ 3)
=

A

x+ 2
+

B

x+ 3
とおく.

両辺を x2 + 5x+ 6 倍すると,

1 = A(x+ 3) +B(x+ 2)

この式に x = −2 を代入すると, A = 1, x = −3 を代入すると, B = −1.
よって,

1

x2 + 5x+ 6
=

1

x+ 2
− 1

x+ 3
より, ∫

1

x2 + 5x+ 6
dx =

∫ (
1

x+ 2
− 1

x+ 3

)
dx

= log |x+ 2| − log |x+ 3|+ C

(4)
1

x2 − 9
=

1

(x− 3)(x+ 3)
=

A

x− 3
+

B

x+ 3
とおく.

両辺を x2 − 9 倍すると,

1 = A(x+ 3) +B(x− 3)

この式に x = 3 を代入すると, A =
1

6
, x = −3 を代入すると, B = − 1

6
.

よって,
1

x2 − 9
=

1

6(x− 3)
− 1

6(x+ 3)
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より, ∫
1

x2 − 9
dx =

∫ {
1

6(x− 3)
− 1

6(x+ 3)

}
dx

=
1

6
log |x− 3| − 1

6
log |x+ 3|+ C

(5)
1

(x+ 1)(x+ 3)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 3
とおく.

両辺を (x+ 1)(x+ 3) 倍すると,

1 = A(x+ 3) +B(x+ 1)

この式に x = −1 を代入すると, A =
1

2
, x = −3 を代入すると, B = − 1

2
.

よって,

1

(x+ 1)(x+ 3)
=

1

2(x+ 1)
− 1

2(x+ 3)

より, ∫
1

(x+ 1)(x+ 3)
dx =

∫ {
1

2(x+ 1)
− 1

2(x+ 3)

}
dx

=
1

2
log |x+ 1| − 1

2
log |x+ 3|+ C

(6)
1

x2 + 6x+ 9
=

1

(x+ 3)2
より,∫

1

x2 + 6x+ 9
dx =

∫
1

(x+ 3)2
dx = − 1

x+ 3
+ C

(7)
1

x2 − 10x+ 25
=

1

(x− 5)2
より,∫

1

x2 − 10x+ 25
dx =

∫
1

(x− 5)2
dx = − 1

x− 5
+ C

(8)

∫
1

x2 − 6x+ 10
dx =

∫
1

(x− 3)2 + 1
dx

ここで, x− 3 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
1

x2 − 6x+ 10
dx =

∫
1

t2 + 1
dt

= tan−1 t+ C = tan−1(x− 3) + C
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(9)

∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1

(x+ 1)2 + 1
dx

ここで, x+ 1 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
1

t2 + 1
dt

= tan−1 t+ C = tan−1(x+ 1) + C

(10)

∫
1

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
1

(x+ 3)2 + 1
dx

ここで, x+ 3 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
1

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
1

t2 + 1
dt

= tan−1 t+ C = tan−1(x+ 3) + C

(11)
3x+ 1

x2 − 1
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
とおく.

両辺を x2 − 1 倍すると,

3x+ 1 = A(x+ 1) +B(x− 1)

この式に x = 1 を代入すると, A = 2, x = −1 を代入すると, B = 1. よって,

3x+ 1

x2 − 1
=

2

x− 1
+

1

x+ 1

より, ∫
3x+ 1

x2 − 1
dx =

∫ (
2

x− 1
+

1

x+ 1

)
dx

= 2 log |x− 1|+ log |x+ 1|+ C

(12)
x+ 2

x2 − 4x+ 3
=

x+ 2

(x− 3)(x− 1)
=

A

x− 3
+

B

x− 1
とおく.

両辺を x2 − 4x+ 3 倍すると,

x+ 2 = A(x− 1) +B(x− 3)

この式に x = 1 を代入すると, B = − 3

2
, x = 3 を代入すると, A =

5

2
.

よって,
x+ 2

x2 − 4x+ 3
=

5

2(x− 3)
− 3

2(x− 1)

より, ∫
x+ 2

x2 − 4x+ 3
dx =

∫ {
5

2(x− 3)
− 3

2(x− 1)

}
dx

=
5

2
log |x− 3| − 3

2
log |x− 1|+ C
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(13)

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

∫
(x2 + x+ 1)′

x2 + x+ 1
dx = log(x2 + x+ 1) + C

(14)
x

x2 + 2x− 3
=

x

(x+ 3)(x− 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 5
とおく.

両辺を x2 + 2x− 3 倍すると,

x = A(x+ 3) +B(x− 1)

この式に x = 1 を代入すると, A =
1

4
, x = −3 を代入すると, B =

3

4
.

よって,

x

x2 + 2x− 3
=

1

4(x− 1)
+

3

4(x+ 3)

より, ∫
x

x2 + 2x− 3
dx =

∫ {
1

4(x− 1)
+

3

4(x+ 3)

}
dx

=
1

4
log |x− 1|+ 3

4
log |x+ 3|+ C

(15)
2x− 11

2x2 − x− 6
=

2x− 11

(x− 2)(2x+ 3)
=

A

x− 2
+

B

2x+ 3
とおく.

両辺を 2x2 − x− 6 倍すると,

2x− 11 = A(2x+ 3) +B(x− 2)

この式に x = 2 を代入すると, A = −1, x = − 3

2
を代入すると, B = 4.

よって,

2x− 11

2x2 − x− 6
=

4

2x+ 3
− 1

x− 2

より, ∫
2x− 11

2x2 − x− 6
dx =

∫ (
4

2x+ 3
− 1

x− 2

)
dx

= 2 log |2x+ 3| − log |x+ 2|+ C

(16)

∫
8x

1 + 4x2
dx =

∫
(1 + 4x2)′

1 + 4x2
dx = log(1 + 4x2) + C
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(17)

∫
3x+ 10

x2 + 6x+ 9
dx =

∫
3x+ 10

(x+ 3)2
dx

ここで, x+ 3 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
3x+ 10

x2 + 6x+ 9
dx =

∫
3t+ 1

t2
dt

=

∫ (
3

t
+

1

t2

)
dt

= 3 log |t| − 1

t
+ C

= 3 log |x+ 3| − 1

x+ 3
+ C

(18)

∫
x− 3

x2 − 6x+ 10
dx =

1

2

∫
(x2 − 6x+ 10)′

x2 − 6x+ 10
dx =

1

2
log(x2 − 6x+ 10) + C

(19)
2x− 5

x2 − 6x− 7
=

2x− 5

(x− 7)(x+ 1)
=

A

x− 7
+

B

x+ 1
とおく.

両辺を x2 − 6x− 7 倍すると,

2x− 5 = A(x+ 1) +B(x− 7)

この式に x = 7 を代入すると, A =
9

8
, x = −1 を代入すると, B =

7

8
.

よって,
2x− 5

x2 − 6x− 7
=

9

8(x− 7)
+

7

8(x+ 1)

より, ∫
2x− 5

x2 − 6x− 7
dx =

∫ {
9

8(x− 7)
+

7

8(x+ 1)

}
dx

=
9

8
log |x− 7|+ 7

8
log |x+ 1|+ C

(20)

∫
x

x2 − 2x+ 2
dx =

∫
x

(x− 1)2 + 1
dx

ここで, x− 1 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
x

x2 − 2x+ 2
dx =

∫
t+ 1

t2 + 1
dt

=

∫ (
t

t2 + 1
+

1

t2 + 1

)
dt

=

∫ (
1

2

(t2 + 1)′

t2 + 1
+

1

t2 + 1

)
dt

=
1

2
log(t2 + 1) + tan−1 t+ C

=
1

2
log(x2 − 2x+ 2) + tan−1(x− 1) + C
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(21)

∫
3x

4 + 5x2
dx =

3

10

∫
(4 + 5x2)′

4 + 5x2
dx =

3

10
log(4 + 5x2) + C

(22)

∫
x+ 6

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
x+ 6

(x+ 3)2 + 1
dx

ここで, x+ 3 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
x+ 6

x2 + 6x+ 10
dx =

∫
t+ 3

t2 + 1
dt

=

∫ (
t

t2 + 1
+

3

t2 + 1

)
dt

=

∫ (
1

2

(t2 + 1)′

t2 + 1
+

3

t2 + 1

)
dt

=
1

2
log(t2 + 1) + 3 tan−1 t+ C

=
1

2
log(x2 + 6x+ 10) + 3 tan−1(x+ 3) + C

(23)

∫
x

x2 − 16
dx =

1

2

∫
(x2 − 16)′

x2 − 16
dx =

1

2
log |x2 − 16|+ C

(24)

∫
x− 4

x2 − 10x+ 25
dx =

∫
x− 4

(x− 5)2
dx

ここで, x− 5 = t とおくと, dx = dt. よって,∫
x− 4

x2 − 10x+ 25
dx =

∫
t+ 1

t2
dt

=

∫ (
1

t
+

1

t2

)
dt

= log |t| − 1

t
+ C

= log |x− 5| − 1

x− 5
+ C

(25)

∫
2− x

4x+ 5
dx =

∫ {
− 1

4
+

13

4(4x+ 5)

}
dx = − 1

4
x+

13

16
log |4x+ 5|+ C

(26)

∫
x2 + 3

x+ 1
dx =

∫ {
x− 1 +

4

x+ 1

}
dx =

1

2
x2 − x+ 4 log |x+ 1|+ C

(27)
2x− 3

(x+ 1)2(x+ 2)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

x+ 2
+

D

(x+ 2)2
とおく.

両辺を (x+ 1)2(x+ 2)2 倍すると,

2x− 3 = A(x+ 1)(x+ 2)2 +B(x+ 2)2 + C(x+ 1)2(x+ 2) +D(x+ 1)2

この式に x = −1 を代入すると, B = −5, x = −2 を代入すると, D = −7,
x = 0を代入すると, 2A+C = 12, 両辺の x3 の係数を比較すると A+C = 0.
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よって, A = 12, C = −12 より

2x− 3

(x+ 1)2(x+ 2)2
=

12

x+ 1
− 5

(x+ 1)2
− 12

x+ 2
− 7

(x+ 2)2

より,∫
2x− 3

(x+ 1)2(x+ 2)2
dx =

∫ {
12

x+ 1
− 5

(x+ 1)2
− 12

x+ 2
− 7

(x+ 2)2

}
dx

= 12 log |x+ 1|+ 5

x+ 1
− 12 log |x+ 2|+ 7

x+ 2
+ C

(28)

∫
x2 − x+ 1

x+ 5
dx =

∫ (
x− 6 +

31

x+ 5

)
dx =

1

2
x2 − 6x+ 31 log |x+ 5|+C

(29)
x2 + x+ 1

x2 − 5x+ 6
= 1 +

6x− 5

x2 − 5x+ 6
. ここで,

6x− 5

x2 − 5x+ 6
=

6x− 5

(x− 3)(x− 2)
=

A

x− 3
+

B

x− 2

とおく. 両辺を x2 − 5x+ 6 倍すると,

6x− 5 = A(x− 2) +B(x− 3)

この式に x = 3を代入すると, A = 13, x = 2を代入すると, B = −7. よって,

6x− 5

x2 − 5x+ 6
=

13

x− 3
− 7

x− 2

より,∫
x2 + x+ 1

x2 − 5x+ 6
dx =

∫ (
1 +

13

x− 3
− 7

x− 2

)
dx

= x+ 13 log |x− 3| − 7 log |x− 2|+ C

(30)

∫
x2 − x+ 1

x+ 2
dx =

∫ (
x− 3 +

7

x+ 2

)
dx =

1

2
x2 − 3x+ 7 log |x+ 2|+ C

(31)
2x+ 3

(x+ 2)(x− 1)2
=

A

x+ 2
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
とおく.

両辺を (x+ 2)(x− 1)2 倍すると,

2x+ 3 = A(x− 1)2 +B(x+ 2)(x− 1) + C(x+ 2)

この式に x = −2 を代入すると, A = − 1

9
, x = 1 を代入すると, C =

5

3
, 両

辺の x2 の係数を比較すると, A+B = 0 よりB =
1

9
. よって,

2x+ 3

(x+ 2)(x− 1)2
= − 1

9(x+ 2)
+

1

9(x− 1)
+

5

3(x− 1)2
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より,∫
2x+ 3

(x+ 2)(x− 1)2
dx =

∫ {
− 1

9(x+ 2)
+

1

9(x− 1)
+

5

3(x− 1)2

}
dx

= − 1

9
log |x+ 2|+ 1

9
log |x− 1| − 5

3(x− 1)
+ C

(32)
1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 5)
=

A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

x+ 5
とおく.

両辺を (x+ 1)(x− 2)(x+ 5) 倍すると,

1 = A(x− 2)(x+ 5) +B(x+ 1)(x+ 5) + C(x+ 1)(x− 2)

この式に x = −1 を代入すると, A = − 1

12
, x = 2 を代入すると, B =

1

21
,

x = −5 を代入すると, C =
1

28
. よって,

1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 5)
= − 1

12(x+ 1)
+

1

21(x− 2)
+

1

28(x+ 5)

より,∫
1

(x+ 1)(x− 2)(x+ 5)
dx =

∫ {
− 1

12(x+ 1)
+

1

21(x− 2)
+

1

28(x+ 5)

}
dx

= − 1

12
log |x+ 1|+ 1

21
log |x− 2|+ 1

28
log |x+ 5|+ C

(33)

∫
x4 + x3 + x2 − 4x− 5

x2 − x− 1
dx =

∫ (
x2 + 2x+ 4 +

2x− 1

x2 − x− 1

)
dx

=
1

3
x3 + x2 + 4x+ log |x2 − x− 1|+ C

(34)
x+ 1

(x− 1)(x2 + 2x+ 2)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 2
とおく.

両辺を (x− 1)(x2 + 2x+ 2) 倍すると,

x+ 1 = A(x2 + 2x+ 2) + (Bx+ C)(x− 1)

この式に x = 1 を代入すると, A =
2

5
, x = 0 を代入すると, C = − 1

5
, 両辺

の x2 の係数を比較すると, 0 = A+B から B = − 2

5
. よって,

x+ 1

(x− 1)(x2 + 2x+ 2)
=

2

5(x− 1)
− 2x+ 1

5(x2 + 2x+ 2)

より,∫
x+ 1

(x− 1)(x2 + 2x+ 2)
dx =

∫ {
2

5(x− 1)
− 2x+ 1

5(x2 + 2x+ 2)

}
dx

=
2

5
log |x− 1| − 1

5

∫
2x+ 1

(x+ 1)2 + 1
dx
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ここで,

∫
2x+ 1

(x+ 1)2 + 1
dx において, x+ 1 = t とおく. dx = dt より,∫

2x+ 1

(x+ 1)2 + 1
dx =

∫
2t− 1

t2 + 1
dt

=

∫
2t

t2 + 1
dt−

∫
1

t2 + 1
dt

= log(t2 + 1)− tan−1 t+ C

= log(x2 + 2x+ 2)− tan−1(x+ 1) + C

ゆえに,

(与式) =
2

5
log |x− 1| − 1

5
log(x2 + 2x+ 2) +

1

5
tan−1(x+ 1) + C

(35)
x3 + x− 1

x4 − 1
=

x3 + x− 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 1
とおく.

両辺を x4 − 1 倍すると,

x3 + x− 1 = A(x+ 1)(x2 + 1) +B(x− 1)(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)(x+ 1)

この式に x = 1 を代入すると, A =
1

4
, x = −1 を代入すると, B =

3

4
, x = 0

を代入すると, −1 = A − B −D からD =
1

2
, 両辺の x3 の係数を比較する

と, 1 = A+B + C から C = 0. よって,

x3 + x− 1

x4 − 1
=

1

4(x− 1)
+

3

4(x+ 1)
+

1

2(x2 + 1)

より,∫
x3 + x− 1

x4 − 1
dx =

∫ {
1

4(x− 1)
+

3

4(x+ 1)
+

1

2(x2 + 1)

}
dx

=
1

4
log |x− 1|+ 3

4
log |x+ 1|+ 1

2
tan−1 x+ C

(36)
x+ 2

(x− 1)(x2 + 1)2
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
とおく.

両辺を (x− 1)(x2 + 1)2 倍すると,

x+ 2 = A(x2 + 1)2 + (Bx+ C)(x− 1)(x2 + 1) + (Dx+ E)(x− 1)

= (A+B)x4 − (B − C)x3 + (2A+B − C +D)x2

+ (−B + C −D + E)x+ (A− C − E)

これより, 
A+B = 0
B − C = 0
2A+B − C +D = 0
−B + C −D + E = 1
A− C − E = 2
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これを解くと, A =
3

4
, B = C = − 3

4
, D = − 3

2
, E = − 1

2
. よって,∫

x+ 2

(x− 1)(x2 + 1)2
dx =

∫ {
3

4(x− 1)
− 3x+ 3

4(x2 + 1)
− 3x+ 1

2(x2 + 1)2

}
dx

=
3

4
log |x− 1| −

∫ {
3x

4(x2 + 1)
+

3

4(x2 + 1)
+

3x+ 1

2(x2 + 1)2

}
dx

=
3

4
log |x− 1| − 3

8
log(x2 + 1)− 3

4
tan−1 x

− 3

2

∫
x

(x2 + 1)2
dx− 1

2

∫
1

(x2 + 1)2
dx

ここで,

∫
x

(x2 + 1)2
dx において, x2 + 1 = t とおくと, xdx =

1

2
dt. よって,∫

x

(x2 + 1)2
dx =

1

2

∫
1

t2
dt = − 1

2t
+ C = − 1

2(x2 + 1)
+ C

一方, 定理 2.6 より∫
1

(x2 + 1)2
dx =

x

2(x2 + 1)
+

1

2
tan−1 x+ C

よって,

(与式) =
3

4
log |x− 1| − 3

8
log(x2 + 1)− 3

4
tan−1 x

− 3

2

∫
x

(x2 + 1)2
dx− 1

2

∫
1

(x2 + 1)2
dx

=
3

4
log |x− 1| − 3

8
log(x2 + 1)− 3

4
tan−1 x

+
3

4(x2 + 1)
− x

4(x2 + 1)
− 1

4
tan−1 x+ C

=
3

4
log |x− 1| − 3

8
log(x2 + 1)− 3

4
tan−1 x− x− 3

4(x2 + 1)
− 1

4
tan−1 x+ C

2.7.

(1) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち sinxdx = −dt. よって,∫
(cos3 x− 1) sin xdx =

∫
(1− t3)dt = t− 1

4
t4 + C = − 1

4
cos4 x+ cosx+ C

(2) sin x = t とおくと, cos xdx = dt. よって,∫
cosx

sin2 x+ 1
dx =

∫
1

t2 + 1
dt = tan−1 t+ C = tan−1(sinx) + C
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(3) sin x = t とおくと, cos xdx = dt. よって,∫
(sin2 x+ sinx+ 1) cos xdx =

∫
(t2 + t+ 1)dt

=
1

3
t3 +

1

2
t2 + t+ C

=
1

3
sin3 x+

1

2
sin2 x+ sinx+ C

(4) sin x = t とおくと, cos xdx = dt. よって,∫
cosx

sin2 x
dx =

∫
1

t2
dt = − 1

t
+ C = − 1

sinx
+ C

(5) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち, sin xdx = −dt. よって,∫
{sin(cosx)} sinxdx = −

∫
sin tdt = cos t+ C = cos(cos x) + C

(6) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち, sin xdx = −dt. よって,∫
(cos3 x− 5 cos x+ 7) sin xdx = −

∫
(t3 − 5t+ 7)dt

= −
(

1

4
t4 − 5

2
t2 + 7t

)
+ C

= − 1

4
cos4 x+

5

2
cos2 x− 7 cos x+ C

(7) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち sinxdx = −dt. よって,∫
sinx

cosx+ 1
dx = −

∫
1

t+ 1
dt = − log |t+ 1|+ C = − log(1 + cosx) + C

(8) cos x = t とおくと, − sinxdx = dt, すなわち sinxdx = −dt. よって,∫
sin 2x cosxdx = 2

∫
sinx cos2 xdx

= −2

∫
t2dt

= − 2

3
t3 + C

= − 2

3
cos3 x+ C

(9) tan x = t とおくと,

1

cos2 x
dx = dt ⇐⇒ (1 + tan2 x)dx = dt ⇐⇒ dx =

1

1 + t2
dt
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よって,∫
(tan3 x+ 2 tan2 x+ 1)dx =

∫
t3 + 2t2 + 1

t2 + 1
dt

=

∫ (
t+ 2− t

t2 + 1
− 1

t2 + 1

)
dt

=
1

2
t2 + 2t− 1

2
log(t2 + 1)− tan−1 t+ C

=
1

2
tan2 x+ 2 tan x− 1

2
log(tan2 x+ 1)− tan−1(tanx) + C

=
1

2
tan2 x+ 2 tan x+ log | cosx| − tan−1(tanx) + C

(10) tan x = t とおくと,

1

cos2 x
dx = dt ⇐⇒ (1 + tan2 x)dx = dt ⇐⇒ dx =

1

1 + t2
dt

よって, ∫
1

tan2 x
dx =

∫
1

t2(1 + t2)
dt

=

∫ (
1

t2
− 1

t2 + 1

)
dt

= − 1

t
− tan−1 t+ C

= − 1

tanx
− tan−1(tanx) + C

(11) tan x = t とおくと,

1

cos2 x
dx = dt ⇐⇒ (1 + tan2 x)dx = dt ⇐⇒ dx =

1

1 + t2
dt

よって,∫
1

2 tan2 x− 1
dx =

∫
1

(2t2 − 1)(t2 + 1)
dx

=

∫ {
1

3(
√
2t− 1)

− 1

3(
√
2t+ 1)

− 1

3(t2 + 1)

}
dt

=
1

3
√
2
log |

√
2t− 1| − 1

3
√
2
log |

√
2t+ 1| − 1

3
tan−1 t+ C

=
1

3
√
2
log

∣∣∣∣∣
√
2 tan x− 1√
2 tan x+ 1

∣∣∣∣∣− 1

3
tan−1(tanx) + C
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(12)

∫
(sinx+ cosx)2dx =

∫
(1 + 2 sinx cosx)dx

=

∫
(1 + sin 2x)dx = x− 1

2
cos 2x+ C.

(13)

∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx.

cosx = t とおくと, − sinxdx = dt. よって,∫
1

sinx
dx =

∫
1

t2 − 1
dt

=
1

2

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

=
1

2
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
log

∣∣∣∣ cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+ C

(14) tan
x

2
= t とおく. cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt. よって,

∫
1

1 + cos x
dx =

∫
1

1 + 1−t2

1+t2

· 2

1 + t2
dt

=

∫
dt

= t+ C = tan
x

2
+ C

(15) tan
x

2
= t とおく. sinx =

2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt. よって,

∫
2 + sin x

(1 + cos x) sin x
dx =

∫
2 + 2t

1+t2

(1 + 1−t2

1+t2
) 2t
1+t2

· 2

1 + t2
dt

=

∫ (
t+ 1 +

1

t

)
dt

=
1

2
t2 + t+ log |t|+ C

=
1

2
tan2 x

2
+ tan

x

2
+ log

∣∣∣tan x

2

∣∣∣+ C

(16)

∫
cosx− sinx

cosx+ sinx
dx =

∫
(cosx+ sinx)′

cosx+ sinx
dx = log | cosx+ sinx|+ C
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(17) tan
x

2
= t とおく. sinx =

2t

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt. よって,∫

1

2 + sin x
dx =

∫
1

2 + 2t
1+t2

· 2

1 + t2
dt

=

∫
1

t2 + t+ 1
dt

=

∫
1

(t+ 1
2
)2 + 3

4

dt

=
2√
3
tan−1 2t+ 1√

3
+ C

=
2√
3
tan−1 2 tan x

2
+ 1

√
3

+ C

(18)

∫
cosx− 1

sinx+ 1
dx =

∫ (
cosx

sinx+ 1
− 1

sinx+ 1

)
dx = log(sinx+1)−

∫
1

sinx+ 1
dx

ここで,

∫
1

sinx+ 1
dx において tan

x

2
= t とおく. sin x =

2t

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt. よって,∫

1

sinx+ 1
dx =

∫
1

2t
1+t2

+ 1
· 2

1 + t2
dt

=

∫
2

(t+ 1)2
dt

= − 2

t+ 1
+ C = − 2

tan x
2
+ 1

+ C

よって, ∫
cosx− 1

sinx+ 1
dx = log(sinx+ 1) +

2

tan x
2
+ 1

+ C
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2.8.

(1)

∫
1√

x+ 3
√
x
dx =

∫
1

x
1
2 + x

1
3

dx.

x
1
6 = t とおくと, x = t6, dx = 6t5dt. よって,∫

1√
x+ 3

√
x
dx =

∫
6t5

t3 + t2
dt

=

∫
6t3

t+ 1
dt

= 6

∫ (
t2 − t+ 1− 1

t+ 1

)
dt

= 6

(
1

3
t3 − 1

2
t2 + t− log |t+ 1|

)
+ C

= 2t3 − 3t2 + 6t− 6 log |t+ 1|+ C

(2)
√
2x+ 3 = t とおくと, x =

t2 − 3

2
, dx = tdt. よって,

∫
1√

2x+ 3
dx =

∫
t

t
dt

=

∫
dt

= t+ C =
√
2x+ 3 + C

(3) 3
√
x− 1 = t とおく. x = t3 + 1, dx = 3t2dt. よって,∫

x
3
√
x− 1

dx =

∫
t3 + 1

t
· 3t2dt

= 3

∫
(t4 + t)dt

=
3

5
t5 +

3

2
t2 + C =

3

5
(x− 1)

5
3 +

3

2
(x− 1)

2
3 + C

(4)
√
x2 − 1 = t − x とおく. x =

t2 + 1

2t
=

t

2
+

1

2t
, dx =

(
1

2
− 1

2t2

)
dt =

t2 − 1

2t2
dt.　また,

√
x2 − 1 = t− x = t− t2 + 1

2t
=

t2 − 1

2t
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よって, ∫
1

x2
√
x2 − 1

dx =

∫
1

( t2+1
2t

)2 t2−1
2t

· t2 − 1

2t2
dt

=

∫
4t

(t2 + 1)2
dt

ここで, t2 + 1 = u とおくと, 2tdt = du. よって,

(与式) =

∫
2

u2
du

= − 2

u
+ C

= − 2

t2 + 1
+ C

= − 2

(x+
√
x2 − 1)2 + 1

+ C

= − 1

x2 + x
√
x2 − 1

+ C

(5)
√
x2 − 4 = t − x とおく. x =

t2 + 4

2t
=

t

2
+

2

t
, dx =

(
1

2
− 2

t2

)
dt =

t2 − 4

2t2
dt.　また,

√
x2 − 4 = t− x = t− t2 + 4

2t
=

t2 − 4

2t

よって,∫ √
x2 − 4dx =

∫
t2 − 4

2t
· t2 − 4

2t2
dt

=
1

4

∫
t4 − 8t2 + 16

t3
dt

=
1

4

∫ (
t− 8

t
+

16

t3

)
dt

=
1

8
t2 − 2 log |t| − 2

t2
+ C

=
1

8
(
√
x2 + 4 + x)2 − 2 log |

√
x2 + 4 + x| − 2

(
√
x2 + 4 + x)2

+ C

=
1

8
(2x2 + 2x

√
x2 − 4− 4)− 2 log |

√
x2 + 4 + x| − 1

8
(2x2 − 2x

√
x2 − 4− 4) + C

=
1

2
x
√
x2 − 4− 2 log |

√
x2 + 4 + x|+ C
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(6) (2x+ 1)
3
4 = t とおく. x =

t
4
3 − 1

2
, dx =

2

3
t

1
3 dt. よって,

∫
x2

(2x+ 1)
3
4

dx =

∫
( t

4
3 −1
2

)2

t
· 2

3
t

1
3 dt

=

∫
t

8
3 − 2t

4
3 + 1

12t
· 2t

1
3 dt

=

∫
t3 − t

5
3 + t

1
3

6t
dt

=
1

6

∫ (
t2 − t

2
3 + t

−2
3

)
dt

=
1

6

(
1

3
t3 − 3

5
t

5
3 + 3t

1
3

)
+ C

=
1

18
(2x+ 1)

9
4 − 1

10
(2x+ 1)

5
4 +

1

2
(2x+ 1)

1
4 + C

=
1

90
(2x+ 1)

1
4

{
5(2x+ 1)2 − 9(2x+ 1) + 45

}
+ C

=
1

90
(2x+ 1)

1
4 (20x2 + 2x+ 41) + C

(7)
√
x+ 1 = t とおく. x = t2 − 1, dx = 2tdt. よって,

∫
x
√
x+ 1dx =

∫
(t2 − 1)t · 2tdt

= 2

∫
(t4 − t2)dt

=
2

5
t5 − 2

3
t3 + C

=
2

5
(x+ 1)

5
2 − 2

3
(x+ 1)

3
2 + C

=
2

15
(x+ 1)

3
2 {3(x+ 1)− 5}

=
2

15
(x+ 1)

3
2 (3x− 2) + C
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(8)

∫
1√

x− x2
dx =

∫
1√

x(1− x)
dx =

∫
1

x
√

1−x
x

dx

√
1− x

x
= t とおく. x =

1

t2 + 1
, dx =

−2t

(t2 + 1)2
dt. よって,∫

1√
x− x2

dx =

∫
1

1
t2+1

· t
· −2t

t2 + 1
dt

= −2

∫
dt

= −2t+ C = −2

√
1− x

x
+ C

(9)
√
x2 + 9 = t − x とおく. x =

t2 − 9

2t
=

t

2
− 9

2t
, dx =

(
1

2
+

9

2t2

)
dt =

t2 + 9

2t2
dt. また,

√
x2 + 9 = t− x = t− t2 − 9

2t
=

t2 + 9

2t

よって,∫
1

x
√
x2 + 9

dx =

∫
1

t2−9
2t

t2+9
2t

· t2 + 9

2t2
dt

= 2

∫
1

t2 − 9
dt

=
1

3

∫ (
1

t− 3
− 1

t+ 3

)
dt

=
1

3
log |t− 3| − 1

3
log |t+ 3|+ C

=
1

3
log |

√
x2 + 9 + x− 3| − 1

3
log |

√
x2 + 9 + x+ 3|+ C

(10) 5
√
2x+ 1 = t とおく. x =

t5 − 1

2
, dx =

5

2
t4dt. よって,∫

1
5
√
2x+ 1

dx =

∫
1

t
· 5

2
t4dt

=
5

2

∫
t3dt

=
5

8
t4 + C =

5

8
(2x+ 1)

4
5 + C
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(11)

∫
1√

x+ 2 +
√
x
dx =

1

2

∫
(
√
x+ 2−

√
x)dx

=
1

2

{
2

3
(x+ 2)

3
2 − 2

3
x

3
2

}
+ C

=
1

3

{
(x+ 2)

3
2 − x

3
2

}
+ C

(12)
√
x2 + 1 = t − x とおく. x =

t2 − 1

2t
=

t

2
− 1

2t
, dx =

(
1

2
+

1

2t2

)
dt =

t2 + 1

2t2
dt. また,

√
x2 + 1 = t− x = t− t2 − 1

2t
=

t2 + 1

2t

よって,∫
1

x
√
x2 + 1

dx =

∫
1

t2−1
2t

t2+1
2t

· t2 + 1

2t2
dt

=

∫
2

t2 − 1
dt

=

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= log |t− 1| − log |t+ 1|+ C

= log |
√
x2 + 1 + x− 1| − log |

√
x2 + 1 + x+ 1|+ C

(13)
√
1− x = t とおく. x = 1− t2, dx = −2tdt. よって,∫

1

x
√
1− x

dx =

∫
1

(1− t2)t
· (−2t)dt

=

∫
2

t2 − 1
dt

=

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= log |t− 1| − log |t+ 1|+ C

= log |
√
1− x− 1| − log |

√
1− x+ 1|+ C

(14)
√
x2 + x+ 1 = t− x とおく. x =

t2 − 1

2t+ 1
=

1

2
t− 1

4
− 3

4(2t+ 1)
,

dx =

{
1

2
+

3

2(2t+ 1)2

}
dt =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt. また,

√
x2 + x+ 1 = t− x = t− t2 − 1

2t+ 1
=

t2 + t+ 1

2t+ 1
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よって,∫
1

x
√
x2 + x+ 1

dx =

∫
1

t2−1
2t+1

t2+t+1
2t+1

· 2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt

=

∫
2

t2 − 1
dt

=

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= log |t− 1| − log |t+ 1|+ C

= log |
√
x2 + x+ 1 + x− 1| − log |

√
x2 + x+ 1 + x+ 1|+ C

(15)

∫
1

1 +
√
1− x2

dx =

∫
1

1 + (1− x)
√

1+x
1−x

dx

ここで,

√
1 + x

1− x
= t とおく. x =

t2 − 1

t2 + 1
= 1 − 2

t2 + 1
, dx =

4t

(t2 + 1)2
dt.

また,

1− x = 1−
(
1− 2

t2 + 1

)
=

2

t2 + 1

よって, ∫
1

1 +
√
1− x2

dx =

∫
1

1 + (1− x)
√

1+x
1−x

dx

=

∫
1

1 + 2
t2+1

t
· 4t

(t2 + 1)2
dt

=

∫
4t

(t2 + 1)(t+ 1)2
dt

ここで,

4t

(t2 + 1)(t+ 1)2
=

A

t+ 1
+

B

(t+ 1)2
+

Ct+D

t2 + 1

とおく. 両辺を (t2 + 1)(t+ 1)2 倍すると,

4t = A(t+ 1)(t2 + 1) +B(t2 + 1) + (Ct+D)(t+ 1)2

両辺に t = −1 を代入すると, B = −2, t = 0 を代入するとA + B +D = 0
より A+D = 2. 両辺の t3 の係数を比較すると A+ C = 0. t = 1 を代入す
ると 4A+ 2B + 4C + 4D = 4 より A+C +D = 2. これより, A = 0, C = 0,
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D = 2. よって,

(与式) = 2

∫ (
1

t2 + 1
− 1

(t+ 1)2

)
dt

= 2 tan−1 t+
2

t+ 1
+ C

= 2 tan−1

√
1 + x

1− x
+

2√
1+x
1−x

+ 1
+ C

= 2 tan−1

√
1 + x

1− x
+

2
√
1− x√

1 + x+
√
1− x

+ C

= 2 tan−1

√
1 + x

1− x
+

√
1− x2 − 1 + x

x
+ C

(16) n
√
1 + x = t とおく. x = tn − 1, dx = ntn−1dt. よって,∫

x n
√
1 + xdx =

∫
(tn − 1)t · ntn−1dt

= n

∫
(t2n − tn)dt

=
n

2n+ 1
t2n+1 − n

n+ 1
tn+1 + C

=
n

2n+ 1
(1 + x)

2n+1
n − n

n+ 1
(1 + x)

n+1
n + C

=
n

(n+ 1)(2n+ 1)
(1 + x)

n+1
n {(n+ 1)(1 + x)− (2n+ 1)}+ C

=
n

(n+ 1)(2n+ 1)
(1 + x)

n+1
n {(n+ 1)x− n}+ C

(17)
√
x+ 2 = t とおく. x = t2 − 2, dx = 2tdt. よって,∫

1

1 +
√
x+ 2

dx =

∫
1

1 + t
· 2tdt

= 2

∫ (
1− 1

t+ 1

)
dt

= 2t− 2 log |t+ 1|+ C

= 2
√
x+ 2− 2 log(

√
x+ 2 + 1) + C
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(18)
√
x+ 7 = t とおく. x = t2 − 7, dx = 2tdt. よって,∫

x

6 + x
√
x+ 7

dx =

∫
t2 − 7

6 + (t2 − 7)t
· 2tdt

=

∫
2t3 − 14t

t3 − 7t+ 6
dt

=

∫ (
2− 12

t3 − 7t+ 6

)
dt

=

∫ {
2− 12

(t− 1)(t− 2)(t+ 3)

}
dt

=

∫ {
2− 12

(t− 1)(t− 2)(t+ 3)

}
dt

=

∫ {
2 +

3

t− 1
− 12

5(t− 2)
− 3

5(t+ 3)

}
dt

= 2t+ 3 log |t− 1| − 12

5
log |t− 2| − 3

5
log |t+ 3|+ C

= 2
√
x+ 7 + 3 log |

√
x+ 7− 1|

− 12

5
log |

√
x+ 7− 2| − 3

5
log |

√
x+ 7 + 3|+ C

(19)
√
x2 − 1 = t − x とおく. x =

t2 + 1

2t
=

t

2
+

1

2t
, dx =

(
1

2
− 1

2t2

)
dt =

t2 − 1

2t2
dt. また,

√
x2 − 1 = t− x = t−

(
t

2
+

1

2t

)
=

t2 − 1

2t

よって,∫ √
x2 − 1dx =

∫
t2 − 1

2t
· t2 − 1

2t2
dt

=

∫
t4 − 2t2 + 1

4t3
dt

=

∫ (
t

4
− 1

2t
+

1

4t3

)
dt

=
1

8
t2 − 1

2
log |t| − 1

8t2
+ C

=
1

8
(x+

√
x2 − 1)2 − 1

2
log |x+

√
x2 − 1| − 1

8(x+
√
x2 − 1)2

+ C

=
1

8
(x+

√
x2 − 1)2 − 1

2
log |x+

√
x2 − 1| − (x−

√
x2 − 1)2

8
+ C

=
1

2
x
√
x2 − 1− 1

2
log |x+

√
x2 − 1|+ C
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(20) 4− x2 = t とおくと, −2xdx = dt. よって,∫
x
√
4− x2dx = − 1

2

∫ √
tdt = − 1

2
· 2

3
t

3
2 + C =

−1

3
(4− x2)

3
2 + C

2.9.

(1)

∫ 4

1

(
x2 +

1

x2
+

1

x
3
2

)
dx =

∫ 4

1

(
x2 + x−2 + x− 3

2

)
dx

=

[
1

3
x3 − x−1 − 2x− 1

2

]4
1

=

(
64

3
− 1

4
− 2

2

)
−
(

1

3
− 1− 2

)
=

209

12

(2)

∫ e2+1

2

1

x− 1
dx = [log |x− 1|]e

2+1
2 = log e2 − log 1 = 2

(3)

∫ 4

1

2x
3
2 + 3x2 −

√
x+ 1

x
dx =

∫ 4

1

(
2x

1
2 + 3x− x− 1

2 + x−1
)
dx

=

[
4

3
x

3
2 +

3

2
x2 − 2x

1
2 + log |x|

]4
1

=

(
32

3
+

48

2
− 4 + log 4

)
−
(

4

3
+

3

2
− 2

)
=

179

6
+ 2 log 2

(4)

∫ 1

0

(√
x− 1

)2
dx =

∫ 1

0

(x− 2
√
x+ 1)dx

=

∫ 1

0

(x− 2x
1
2 + 1)dx

=

[
1

2
x2 − 4

3
x

3
2 + x

]1
0

=

(
1

2
− 4

3
+ 1

)
=

1

6

(5)

∫ 1

0

1
3
√
x+ 1

dx =

∫ 1

0

(x+1)−
1
3 dx =

[
3

2
(x+ 1)

2
3

]1
0

=
3

2
2

2
3 − 3

2
=

3
3
√
2
− 3

2

(6)

∫ 1

0

3x3 + 2x2 − x+ 4

x+ 1
dx =

∫ 1

0

(
3x2 − x+

4

x+ 1

)
dx

=

[
x3 − 1

2
x2 + 4 log |x+ 1|

]1
0

=
1

2
+ 4 log 2

(7)

∫ π
3

π
6

(sin t− cos t)dt = [− cos t− sin t]
π
3
π
6

=

(
− 1

2
−

√
3

2

)
−

(
−

√
3

2
− 1

2

)
= 0
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(8)

∫ 1

0

1

1 + t2
dt =

[
tan−1 t

]1
0
= tan−1 1 =

π

4

(9)

∫ 1
2

0

1√
1− x2

dx =
[
sin−1 x

] 1
2

0
= sin−1 1

2
=

π

6

(10)

∫ π

0

cos2
θ

2
dθ =

∫ π

0

1 + cos θ

2
dθ =

[
1

2
θ +

1

2
sin θ

]π
0

=
π

2

(11)

∫ 2

1

1

x(x+ 1)
dx =

∫ 2

1

(
1

x
− 1

x+ 1

)
dx

= [log |x| − log |x+ 1|]21

= (log 2− log 3)− (− log 2) = 2 log 2− log 3

(12)

∫ 3

2

1

x2 − 1
dx =

∫ 3

2

1

(x− 1)(x+ 1)
dx

=
1

2

∫ 3

2

(
1

x− 1
− 1

x+ 1

)
dx

=
1

2
[log |x− 1| − log |x+ 1|]21

=
1

2
(log 2− log 4)− 1

2
(− log 3) = − 1

2
log 2 +

1

2
log 3

2.10.

(1)

∫ x

1

t

1 + t2
dt =

1

2

[
log(1 + t2)

]x
1
=

1

2
log(1 + x2)− 1

2
log 2

よって,

d

dx

(∫ x

1

t

1 + t2
dt

)
=

d

dx

{
1

2
log(1 + x2)− 1

2
log 2

}
=

x

1 + x2

(2)

∫
et

2

dt = F (t) + C とする. このとき,

d

dx

(∫ 3x+1

2

et
2

dt

)
=

d

dx
[F (t)]3x+1

2

=
d

dx
{F (3x+ 1)− F (2)} = 3e(3x+1)2
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(3)

∫
1

t3 + 1
dt = F (t) + C とする. このとき,

d

dx

(∫ x2

1

1

t3 + 1
dt

)
=

d

dx
[F (t)]x

2

1

=
d

dx

{
F (x2)− F (1)

}
=

2x√
x6 + 1

(4)

∫ x

0

(x− t)f(t)dt = x

∫ x

0

f(t)dt−
∫ x

0

tf(t)dt

ここで, ある関数 g(x) に対して,∫
g(t)dt = G(t) + C

とする. このとき,∫ x

0

g(t)dt = [G(t)]x0 = G(x)−G(0)

より,

d

dx

(∫ x

0

g(t)dt

)
=

d

dx
(G(x)−G(0)) = G′(x) = g(x)

これより, g(t) = f(t) または g(t) = tf(t) として考えれば,

d

dx

(∫ x

0

(x− t)f(t)dt

)
=

d

dx

(
x

∫ x

0

f(t)dt−
∫ x

0

tf(t)dt

)
=

∫ x

0

f(t)dt+ xf(x)− xf(x)

=

∫ x

0

f(t)dt

2.11. 定理 1.30 (ロピタルの定理) を使えばよい.

(1) lim
x→0

∫ x

0
log(cos t)dt

x
= lim

x→0
log(cos x) = 0

(2) lim
x→0

1

sinx

∫ 2x

0

1√
t3 + 1

dt = lim
x→0

1

cosx

2√
8x3 + 1

= 2

(3) 最初に
d

dx

(∫ 2x

x

e−t2dt

)
を計算しよう.

∫
e−t2dt = F (t) + C とすると,

d

dx

(∫ 2x

x

e−t2dt

)
=

d

dx
[F (t)]2xx

=
d

dx
(F (2x)− F (x)) = 2e−4x2 − e−x2
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よって, 定理 1.30 （ロピタルの定理）から

lim
x→0

1

x

∫ 2x

x

e−t2dt = lim
x→0

(
2e−4x2 − e−x2

)
= 1

2.12

(1)

∫ e

1

log xdx = [x log x]e1 −
∫ e

1

dx = e− [x]e1 = e− e+ 1 = 1

(2)

∫ π

0

x cosxdx = [x sinx]π0 −
∫ π

0

sinxdx = −[cosx]π0 = −1− 1 = −2

(3)

∫ 1

0

xaxdx =

[
x

ax

log a

]1
0

−
∫ 1

0

ax

log a
dx

=
a

log a
−
[

ax

(log a)2

]1
0

=
a

log a
− a

(log a)2
+

1

(log a)2
=

a log a− a+ 1

(log a)2

(4)

∫ π
2

0

x sinxdx = [−x cosx]
π
2
0 +

∫ π
2

0

cosxdx = [sin x]
π
2
0 = 1

(5)

∫ e

0

x log xdx =

[
1

2
x2 log x

]e
0

−
∫ e

0

1

2
xdx

=
1

2
e2 −

[
1

4
x2

]e
0

=
1

2
e2 − 1

4
e2 =

1

4
e2

(6)

∫ 1

0

xexdx = [xex]10 −
∫ 1

0

exdx = e− [ex]10 = e− e+ 1 = 1

(7)

∫ 1

0

tan−1 xdx = [x tan−1 x]10 −
∫ 1

0

x

1 + x2
dx

=
π

4
−
[
1

2
log(1 + x2)

]1
0

=
π

4
− 1

2
log 2

(8)

∫ e

1

(log x)2dx =
[
x(log x)2

]e
1
− 2

∫ e

1

x(log x) · 1

x
dx

= e− 2

∫ e

1

log xdx

= e− 2

(
[x log x]e1 −

∫ e

1

dx

)
= e− 2 (e− [x]e1) = e− 2(e− e+ 1) = e− 2
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(9)

∫ π
2

0

sin3 xdx =

∫ π
2

0

sinx · sin2 xdx

= [− cosx sin2 x]
π
2
0 +

∫ π
2

0

cosx · 2 sin x cosxdx

= 2

∫ π
2

0

sinx(1− sin2 x)dx = 2

∫ π
2

0

sinxdx− 2

∫ π
2

0

sin3 xdx

よって,

∫ π
2

0

sin3 xdx =
2

3

∫ π
2

0

sinxdx =
2

3
[− cosx]

π
2
0 =

2

3

(10)

∫ e

1

x3 log xdx =

[
1

4
x4 log x

]e
1

−
∫ e

1

1

4
x3dx

=
1

4
e4 −

[
1

16
x4

]e
1

=
1

4
e4 − 1

16
e4 +

1

16
=

3

16
e4 +

1

16

(11)

∫ 1

0

x
√
x+ 1dx =

[
2

3
x(x+ 1)

3
2

]1
0

−
∫ 1

0

2

3
(x+ 1)

3
2 dx

=
2

3
· 2

3
2 − 2

3
· 2

5

[
(x+ 1)

5
2

]1
0

=
1

3
· 2

5
2 − 4

15
· 2

5
2 +

4

15
=

1

15
2

5
2 +

4

15

(12)

∫ 1√
2

0

sin−1 xdx = [x sin−1 x]
1√
2

0 −
∫ 1√

2

0

x√
1− x2

dx

ここで,

∫ 1√
2

0

x√
1− x2

dx において t = 1 − x2 とおく. −2xdx = dt,

x 0 → 1√
2

t 1 → 1

2

. よって,

∫ 1√
2

0

x√
1− x2

dx = − 1

2

∫ 1
2

1

1√
t
dt =

1

2

∫ 1

1
2

1√
t
dt = [

√
t]11

2
=

(
1− 1√

2

)
ゆえに,∫ 1√

2

0

sin−1 xdx = [x sin−1 x]
1√
2

0 −
∫ 1√

2

0

x√
1− x2

dx

=
π

4
√
2
−
(
1− 1√

2

)
=

π

4
√
2
+

1√
2
− 1
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2.13

(1) 1− x = t とおくと, −dx = dt,
x 0 → 1

t 1 → 0
. よって,

∫ 1

0

√
1− xdx =

∫ 0

1

√
t · (−1)dt =

∫ 1

0

√
tdt =

[
2

3
t

3
2

]1
0

=
2

3

(2) 2x = t とおくと, 2dx = dt,
x 0 → π

t 0 → 2π
. よって,

∫ π

0

sin 2xdx =
1

2

∫ 2π

0

sin tdt =
1

2
[− cos t]2π0 = 0

(3) 2x = t とおくと, 2dx = dt,
x −1 → 1

t −2 → 2
. よって,

∫ 1

−1

e2xdx =
1

2

∫ 2

−2

etdt =
1

2
[et]2−2 =

e4 − 1

2e2

(4)

∫ 2

1

1

4x2 − 1
dx =

∫ 2

1

1

(2x− 1)(2x+ 1)
dx.

ここで,
1

(2x− 1)(2x+ 1)
=

A

2x− 1
+

B

2x+ 1

とおく. 両辺を (2x− 1)(2x+ 1) 倍すると

1 = A(2x+ 1) +B(2x− 1)

ここで, 両辺に x =
1

2
を代入すると, A =

1

2
, x = − 1

2
を代入すると,

B = − 1

2
を得る. よって,∫ 2

1

1

4x2 − 1
dx =

∫ 2

1

1

(2x− 1)(2x+ 1)
dx

=
1

2

∫ 2

1

(
1

2x− 1
− 1

2x+ 1

)
dx

=
1

2

[
1

2
log |2x− 1| − 1

2
log |2x+ 1|

]2
1

dx

=
1

4
(log 3− log 5)− 1

4
(log 1− log 3)

=
1

2
log 3− 1

4
log 5
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(5)

∫ 1

0

2x+ 1

x2 + 3x+ 2
dx =

∫ 1

0

2x+ 1

(x+ 1)(x+ 2)
dx

ここで,
2x+ 1

(x+ 1)(x+ 2)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2

とおく. 両辺を (x+ 1)(x+ 2) 倍すると

2x+ 1 = A(x+ 2) +B(x+ 1)

ここで, 両辺に x = −1 を代入すると, A = −1, x = −2 を代入すると, B = 3
を得る. よって,∫ 1

0

2x+ 1

x2 + 3x+ 2
dx =

∫ 1

0

2x+ 1

(x+ 1)(x+ 2)
dx

=

∫ 1

0

(
3

x+ 2
− 1

x+ 1

)
dx

= [3 log |x+ 2| − log |x+ 1|]10
= (3 log 3− log 2)− (3 log 2− log 1)

= 3 log 3− 4 log 2

(6)

∫ 3

0

(5x+ 2)
√
x+ 1dx =

∫ 3

0

(5x+ 2)(x+ 1)
1
2 dx

=

[
2

3
(5x+ 2)(x+ 1)

3
2

]3
0

− 2

3

∫ 3

0

5 · (x+ 1)
3
2 dx

=
2

3

(
17 · 4

3
2 − 2 · 1

)
− 10

3

[
2

5
(x+ 1)

5
2

]3
0

=
2

3
(17 · 8− 2)− 4

3

(
4

5
2 − 1

)
= 48

(7)

∫ 1
2

−1

x(2x+ 3)
3
2 dx =

[
1

5
x(2x+ 3)

5
2

] 1
2

−1

−
∫ 1

2

−1

1

5
(2x+ 3)

5
2 dx

=
1

5

{
1

2
· 4

5
2 − (−1)

}
− 1

5
· 1

7

[
(2x+ 3)

7
2

] 1
2

−1

=
17

5
− 1

35
(4

7
2 − 1) = − 8

35

(8) 1− x = t とおくと, −dx = dt,
x 0 → 1

t 1 → 0
. よって,

∫ 1

0

3
√
1− xdx =

∫ 0

1

t
1
3 · (−1)dt =

∫ 1

0

t
1
3 dt =

3

4
[t

4
3 ]10 =

3

4
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(9)

∫ 1

−1

e−xdx において −x = t とおく. −dx = dt,
x −1 → 1

t 1 → −1
. よって,

∫ 1

−1

e−xdx =

∫ −1

1

et · (−1)dt =

∫ 1

−1

etdt

これより,∫ 1

−1

(ex − e−x)dx =

∫ 1

−1

exdx−
∫ 1

−1

e−xdx =

∫ 1

−1

exdx−
∫ 1

−1

etdt = 0

(10)

∫ π
2

− π
2

sin 2xdx において, 2x = t とおく. 2dx = dt,
x − π

2
→ π

2

t −π → π
. よって,

∫ π
2

− π
2

sin 2xdx =
1

2

∫ π

−π

sin tdt

=
1

2
[− cos t]π−π

=
−1

2
{cos π − cos(−π)}

=
−1

2
{−1− (−1)} = 0

一方,

∫ π
2

− π
2

cos 3xdxにおいて 3x = sとおく. 3dx = ds,
x − π

2
→ π

2

s − 3

2
π → 3

2
π

.

よって, ∫ π
2

− π
2

cos 3xdx =
1

3

∫ 3
2
π

− 3
2
π

cos sds

=
1

3
[sin s]

3
2
π

− 3
2
π

=
1

3
(−1− 1) = − 2

3

ゆえに,

∫ π
2

− π
2

(sin 2x− cos 3x)dx = 0−
(
− 2

3

)
=

2

3

(11)

∫ 1

−1

1− x

1 + x2
dx =

∫ 1

−1

(
1

1 + x2
− x

1 + x2

)
dx

=

[
tan−1 x− 1

2
log(1 + x2)

]1
−1

=

(
π

4
− 1

2
log 2

)
−
(
− π

4
− 1

2
log 2

)
=

π

2
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(12)

∫ 2

−2

x
√
9x2 − 4dx =

∫ 0

−2

x
√
9x2 − 4dx+

∫ 2

0

x
√
9x2 − 4dx.

ここで,

∫ 0

−2

x
√
9x2 − 4dx において, −x = t とおく. −dx = dt,

x −2 → 0

t 2 → 0
.

よって,∫ 0

−2

x
√
9x2 − 4dx = −

∫ 0

2

(−t)
√
9t2 − 4dt = −

∫ 2

0

t
√
9t2 − 4dt

ゆえに,∫ 2

−2

x
√
9x2 − 4dx =

∫ 0

−2

x
√
9x2 − 4dx+

∫ 2

0

x
√
9x2 − 4dx

= −
∫ 2

0

t
√
9t2 − 4dt+

∫ 2

0

x
√
9x2 − 4dx = 0

(13) x2 = t とおくと, 2xdx = dt,
x 0 → 1

t 0 → 1
. よって,

∫ 1

0

xex
2

dx =
1

2

∫ 1

0

etdt =
1

2
[et]10 =

1

2
(e− 1)

(14) 1 + x2 = t とおくと, 2xdx = dt,
x 0 → 1

t 1 → 2
. よって,

∫ 1

0

x
√
1 + x2dx =

1

2

∫ 2

1

√
tdt =

1

2

[
2

3
t

3
2

]2
1

=
1

3
(2
√
2− 1)

(15)

∫ 2

0

1√
x+ 2 +

√
x
dx =

1

2

∫ 2

0

(
√
x+ 2−

√
x)dx

=
1

2

[
2

3
(x+ 2)

3
2 − 2

3
x

3
2

]2
0

=
1

3

(
4

3
2 − 2

3
2 − 2

3
2

)
=

1

3
(8− 4

√
2)

(16) 2x+ 1 = t とおくと, 2dx = dt,
x 1 → 2

t 3 → 5
. よって,

∫ 2

1

1
5
√
2x+ 1

dx =
1

2

∫ 5

3

t−
1
5 dt

=
1

2

[
5

4
t

4
5

]5
3

=
5

8

(
5

4
5 − 3

4
5

)
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(17) 4− x2 = t とおくと, −2xdx = dt,
x 1 → 2

t 3 → 0
. よって,

∫ 2

1

x
√
4− x2dx = − 1

2

∫ 0

3

√
tdt =

1

2

∫ 3

0

t
1
2 dt =

1

2

[
2

3
t

3
2

]3
0

=
√
3

(18)
√
x = t とおくと, x = t2 より dx = 2tdt,

x 0 → π2

4

t 0 → π

2

. よって,

∫ π2

4

0

sin
√
xdx =

∫ π
2

0

2t sin tdt = [−2t cos t]
π
2
0 + 2

∫ π
2

0

cos tdt = 2[sin t]
π
2
0 = 2

2.14.

(1)

∫ 2π

0

sin6 xdx =

∫ π
2

0

sin6 xdx+

∫ π

π
2

sin6 xdx+

∫ 3
2
π

π

sin6 xdx+

∫ 2π

3
2
π

sin6 xdx.

例えば,

∫ π

π
2

sin6 xdx において, t = x − π

2
とおくと, dx = dt,

x
π

2
→ π

t 0 → π

2

.

よって,∫ π

π
2

sin6 xdx =

∫ π
2

0

sin6
(
t+

π

2

)
dt =

∫ π
2

0

cos6 tdt =

∫ π
2

0

sin6 xdx

同様に
∫ π

π
2

sin6 xdx =

∫ 3
2
π

π

sin6 xdx =

∫ 2π

3
2
π

sin6 xdx =

∫ π
2

0

sin6 xdx を得る.

よって,

∫ 2π

0

sin6 xdx = 4

∫ π
2

0

sin6 xdx = 4 · 5 · 3 · 1
6 · 4 · 2

· π

2
=

5

8
π.

(2)

∫ π

− 3
2
π

cos3 xdx =

∫ 0

− 3
2
π

cos3 xdx+

∫ π

0

cos3 xdx. ここで,

∫ 0

− 3
2
π

cos3 xdxにおい

て x = −t とおくと, dx = −dt,
x − 3

2
π → 0

t
3

2
π → 0

. よって,

∫ 0

− 3
2
π

cos3 xdx = −
∫ 0

3
2
π

cos3(−t)dt =

∫ 3
2
π

0

cos3 tdt

これより,∫ π

− 3
2
π

cos3 xdx = 2

∫ π
2

0

cos3 xdx+ 2

∫ π

π
2

cos3 xdx+

∫ 3
2
π

π

cos3 xdx
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ここで,

∫ π

π
2

cos3 xdx において t = x − π

2
とおくと, dt = dx,

x
π

2
→ π

t 0 → π

2

.

よって,∫ π

π
2

cos3 xdx =

∫ π
2

0

cos3
(
t+

π

2

)
dt = −

∫ π
2

0

sin3 tdt = −
∫ π

2

0

cos3 tdt

一方,

∫ 3
2
π

π

cos3 xdxにおいて s = x−π とおくと, ds = dx,
x π → 3

2
π

s 0 → π

2

.

よって,∫ 3
2
π

π

cos3 xdx =

∫ π
2

0

cos3(s+ π)dx = −
∫ π

2

0

cos3 sds

ゆえに,∫ π

− 3
2
π

cos3 xdx = 2

∫ π
2

0

cos3 xdx+ 2

∫ π

π
2

cos3 xdx+

∫ 3
2
π

π

cos3 xdx

= 2

∫ π
2

0

cos3 xdx− 3

∫ π
2

0

cos3 xdx

= −
∫ π

2

0

cos3 xdx = − 2

3

(3)

∫ π

−π

sin5 2xdx =

∫ 0

−π

sin5 2xdx +

∫ π

0

sin5 2xdx. ここで,

∫ 0

−π

sin5 2xdx におい

て, x = −t とおくと, dx = −dt,
x −π → 0

t π → 0
. よって,

∫ π

−π

sin5 2xdx =

∫ 0

−π

sin5 2xdx+

∫ π

0

sin5 2xdx

=

∫ 0

π

sin5 2(−t)(−1)dt+

∫ π

0

sin5 2xdx

= −
∫ π

0

sin5 2tdt+

∫ π

0

sin5 2xdx = 0

(4) 例題 2.15 と同様の方法から
∫ π

2

0

sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx =

∫ π
2

0

cos2 x sinx

cosx+ sinx
dx を

得る.
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よって,∫ π
2

0

sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx =

1

2

∫ π
2

0

sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx+

1

2

∫ π
2

0

cos2 x sinx

cosx+ sinx
dx

=
1

2

∫ π
2

0

sinx cosx(sinx+ cosx)

sinx+ cosx
dx

=
1

4

∫ π
2

0

sin 2xdx

=
1

8
[− cos 2x]

π
2
0 =

1

4

2.15.

(1) t = π − x とおくと, dt = −dx,
x 0 → π

t π → 0
. よって,

∫ π

0

x sin2 xdx = −
∫ 0

π

(π − t) sin2(π − t)dt

=

∫ π

0

(π − t) sin2 tdt

= π

∫ π

0

sin2 tdt−
∫ π

0

t sin2 tdt

ゆえに ∫ π

0

x sin2 xdx =
π

2

∫ π

0

sin2 tdt

=
π

2

∫ π

0

1− cos 2t

2
dt

=
π

4

[
t− 1

2
sin 2t

]π
0

=
π2

4

(2) x = tan t とおくと, dx =
1

cos2 t
dt = (1 + tan2 t)dt,

x 0 → 1

t 0 → π

4

. よって,

∫ 1

0

log(1 + x)

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

log(1 + tan t)dt

=

∫ π
4

0

log

(
cos t+ sin t

cos t

)
dt

=

∫ π
4

0

log

√
2 cos(t− π

4
)

cos t
dt

=

∫ π
4

0

log
√
2dt+

∫ π
4

0

log cos
(
t− π

4

)
dt−

∫ π
4

0

log cos tdt
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ここで,

∫ π
4

0

log cos
(
t− π

4

)
dt において t − π

4
= −s とおくと, dt = −ds,

t 0 → π

4

s
π

4
→ 0

. よって,

∫ π
4

0

log cos
(
t− π

4

)
dt =

∫ 0

π
4

log cos(−s)(−1)ds =

∫ π
4

0

log cos sds

ゆえに,

（与式）=
∫ π

4

0

log
√
2dt+

∫ π
4

0

log cos
(
t− π

4

)
dt−

∫ π
4

0

log cos tdt

= (log
√
2)[x]

π
4
0 +

∫ π
4

0

log cos sds−
∫ π

4

0

log cos tdt

=
π

8
log 2

2.16.

(1) lim
n→∞

1

n

(
e

1
n + e

2
n + · · ·+ e

n
n

)
=

∫ 1

0

exdx = [ex]10 = e− 1

(2) lim
n→∞

1

n

(
sin

π

n
+ sin

2

n
π + · · ·+ sin

n

n
π

)
=

∫ 1

0

sinπxdx

=

[
− 1

π
cosπx

]1
0

=
2

π

(3) lim
n→∞

1√
n

(
1√
n

+
1√
n+ 1

+ · · ·+ 1√
2n− 1

)
= lim

n→∞

1

n

( √
n√
n

+

√
n√

n+ 1
+ · · ·+

√
n√

2n− 1

)
= lim

n→∞

1

n

 1√
1 + 0

n

+
1√

1 + 1
n

+ · · ·+ 1√
1 + n−1

n


=

∫ 1

0

1√
1 + x

dx = [2
√
1 + x]10 = 2

√
2− 2

(4) lim
n→∞

(
1

n+ 1
log

n+ 1

n
+

1

n+ 2
log

n+ 2

n
+ · · ·+ 1

n+ n
log

n+ n

n

)
= lim

n→∞

1

n

(
n

n+ 1
log

n+ 1

n
+

n

n+ 2
log

n+ 2

n
+ · · ·+ n

n+ n
log

n+ n

n

)
= lim

n→∞

1

n

{
1

1 + 1
n

log

(
1 +

1

n

)
+

1

1 + 2
n

log

(
1 +

2

n

)
+ · · ·+ 1

1 + n
n

log
(
1 +

n

n

)}
=

∫ 1

0

log(1 + x)

1 + x
dx
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ここで, log(1 + x) = t とおくと,
1

1 + x
dx = dt,

x 0 → 1

t 0 → log 2
. よって,

与式 =

∫ log 2

0

tdt =

[
1

2
t2
]log 2
0

=
1

2
(log 2)2

2.17.

(1) 0 < x ≦ π

4
のとき, 1 <

1√
1− sinx

<
1√
1− x

より,∫ π
4

0

dx <

∫ π
4

0

1√
1− sinx

dx <

∫ π
4

0

1√
1− x

dx

である. ここで, ∫ π
4

0

dx = [x]
π
4
0 =

π

4∫ π
4

0

1√
1− x

dx = [−2
√
1− x]

π
4
0 = 2−

√
4− π

よって,

π

4
<

∫ π
4

0

1√
1− sinx

dx < 2−
√
4− π

(2) 0 < x <
1

2
のとき,

√
1− x2 <

√
1− x4 < 1 より,∫ 1

2

0

dx <

∫ 1
2

0

1√
1− x4

dx <

∫ 1
2

0

1√
1− x2

dx

ここで, ∫ 1
2

0

dx = [x]
1
2
0 =

1

2∫ 1
2

0

1√
1− x2

dx = [sin−1 x]
1
2
0 =

π

6

よって,

1

2
<

∫ 1
2

0

1√
1− x4

dx <
π

6

(3) 0 ≦ x ≦ 1 のとき, 1− x2 ≦ 1− x4 ≦ 2(1− x2) より,
√
1− x2 ≦

√
1− x4 ≦

√
2(1− x2)

これより,∫ 1

0

√
1− x2dx ≦

∫ 1

0

√
1− x4dx ≦

∫ 1

0

√
2(1− x2)dx



56

ここで,

∫ 1

0

√
1− x2dxにおいて, x = sin tとおくと dx = cos tdt,

x 0 → 1

t 0 → π

2
より, ∫ 1

0

√
1− x2dx =

∫ π
2

0

cos2 tdt =

∫ π
2

0

1 + cos 2t

2
dt

=

[
t

2
+

1

4
sin 2t

] π
2

0

=
π

4

よって,

π

4
≦
∫ 1

0

√
1− x4dx ≦

√
2

4
π

(4) 0 ≦ x ≦ 1 のとき, 0 ≦ x2 ≦ x である. これより

e−
x
2 ≦ e−

x2

2 ≦ 1

よって, ∫ 1

0

e−
x
2 dx ≦

∫ 1

0

e−
x2

2 dx ≦
∫ 1

0

dx

ここで, ∫ 1

0

e−
x
2 dx =

[
−2e−

x
2

]1
0
= 2

(
1− 1√

e

)
∫ 1

0

dx = [x]10 = 1

ゆえに,

2

(
1− 1√

e

)
≦
∫ 1

0

e−
x2

2 dx ≦ 1

2.18.

(1) 0 ≦ x ≦ 1 のとき, 1 ≦ x3 + 1 ≦ x2 + 1 より∫ 1

0

1

x2 + 1
dx ≦

∫ 1

0

1

x3 + 1
dx ≦

∫ 1

0

dx

ここで, ∫ 1

0

1

x2 + 1
dx = [tan−1 x]10 =

π

4∫ 1

0

dx = [x]10 = 1

よって,
π

4
≦
∫ 1

0

1

x3 + 1
dx ≦ 1
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なお, 部分分数分解を利用すれば次のように定積分の計算ができる.∫ 1

0

1

x3 + 1
dx

=

∫ 1

0

(
1

3(x+ 1)
− x− 2

3(x2 − x+ 1)

)
dx

=

∫ 1

0

(
1

3(x+ 1)
−

x− 1
2

3{(x− 1
2
)2 + 3

4
}
+

1

2{(x− 1
2
)2 + 3

4
}

)
dx

=
1

3
[log(x+ 1)]10 −

1

6
[log(x2 − x+ 1)]10 +

1

2

[√
4

3
tan−1

√
4

3

(
x− 1

2

)]1
0

=
1

3
log 2 +

√
3

9
π

(2) k < x < k + 1 のとき,
1

(k + 1)2
<

1

x2
<

1

k2
である. これより,∫ k+1

k

1

(k + 1)2
dx <

∫ k+1

k

1

x2
dx <

∫ k+1

k

1

k2
dx

⇐⇒ 1

(k + 1)2
<

∫ k+1

k

1

x2
dx <

1

k2

よって, k = 1, 2, ..., n について足し合わせると
n∑

k=1

1

(k + 1)2
<

n∑
k=1

∫ k+1

k

1

x2
dx <

n∑
k=1

1

k2

ここで,
n∑

k=1

∫ k+1

k

1

x2
dx =

∫ n+1

1

1

x2
dx =

[
− 1

x

]n+1

1

= 1− 1

n+ 1

よって,
n∑

k=1

1

(k + 1)2
< 1− 1

n+ 1
<

n∑
k=1

1

k2

(3) k < x < k + 1 のとき,
1√
k + 1

<
1√
x

<
1√
k
である. これより,∫ k+1

k

1√
k + 1

dx <

∫ k+1

k

1√
x
dx <

∫ k+1

k

1√
k
dx

⇐⇒ 1√
k + 1

<

∫ k+1

k

1√
x
dx <

1√
k

よって, k = 1, 2, ..., n について足し合わせると
n∑

k=1

1√
k + 1

<
n∑

k=1

∫ k+1

k

1√
x
dx <

n∑
k=1

1√
k
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ここで,

n∑
k=1

∫ k+1

k

1√
x
dx =

∫ n+1

1

1√
x
dx = [2

√
x]n+1

1 = 2(
√
n+ 1− 1)

よって,
n∑

k=1

1√
k + 1

< 2(
√
n+ 1− 1) <

n∑
k=1

1√
k

(4) k − 1 < x < k のとき,
1

2k + 1
<

1

2x+ 1
<

1

2k − 1
である. これより,∫ k

k−1

1

2k + 1
dx <

∫ k

k−1

1

2x+ 1
dx <

∫ k

k−1

1

2k − 1
dx

⇐⇒ 1

2k + 1
<

∫ k

k−1

1

2x+ 1
dx <

1

2k − 1

よって, k = 1, 2, ..., n について足し合わせると
n∑

k=1

1

2k + 1
<

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

2x+ 1
dx <

n∑
k=1

1

2k − 1

ここで,

n∑
k=1

∫ k

k−1

1

2x+ 1
dx =

∫ n

0

1

2x+ 1
dx =

[
1

2
log(2x+ 1)

]n
0

=
1

2
log(2n+ 1)

よって,
n∑

k=1

1

2k + 1
<

1

2
log(2n+ 1) <

n∑
k=1

1

2k − 1

2.19.

(1)

∫ ∞

0

e−xdx = lim
M→∞

∫ M

0

e−xdx = lim
M→∞

[
−e−x

]M
0

= lim
M→∞

(
1− e−M

)
= 1

(2)

∫ ∞

1

1√
1 + x

dx = lim
M→∞

∫ M

1

1√
1 + x

dx = lim
M→∞

[
2
√
1 + x

]M
0

= lim
M→∞

(
2
√
1 +M − 2

)
= +∞

よって, 広義積分は存在しない.

(3)

∫ ∞

2

1

(1− x)2
dx = lim

M→∞

∫ M

2

1

(1− x)2
dx = lim

M→∞

[
1

1− x

]M
2

= lim
M→∞

(
1

1−M
+ 1

)
= 1



59

(4)

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx = lim

M→∞

∫ M

0

1

1 + x2
dx = lim

M→∞

[
tan−1 x

]M
0

= lim
M→∞

tan−1M =
π

2

(5)

∫ ∞

1

1

(1− x)2
dx = lim

M→∞
N→1+0

∫ M

N

1

(1− x)2
dx = lim

M→∞
N→1+0

[
1

1− x

]M
N

= lim
M→∞
N→1+0

(
1

1−M
− 1

1−N

)
= +∞

よって, 広義積分は存在しない.

(6)

∫ ∞

2

1

x(x− 1)
dx = lim

M→∞

∫ M

2

1

x(x− 1)
dx

= lim
M→∞

∫ M

2

(
1

x− 1
− 1

x

)
dx

= lim
M→∞

[
log

x− 1

x

]M
2

= lim
M→∞

(
log

M − 1

M
− log

1

2

)
= log 2

(7)

∫ 2

1

1

(x− 1)(x− 2)
dx = lim

M→2−0
N→1+0

∫ M

N

1

(x− 1)(x− 2)
dx

= lim
M→2−0
N→1+0

∫ M

N

(
1

x− 2
− 1

x− 1

)
dx

= lim
M→2−0
N→1+0

[
log

∣∣∣∣ x− 2

x− 1

∣∣∣∣]M
N

= lim
M→2−0
N→1+0

(
log

∣∣∣∣M − 2

M − 1

∣∣∣∣− log

∣∣∣∣ N − 2

N − 1

∣∣∣∣) = −∞

よって, 広義積分は存在しない.

(8)

∫ 0

−2

1√
−x2 − 2x

dx = lim
M→0−

N→−2+0

∫ M

N

1√
−x2 − 2x

dx

= lim
M→0−

N→−2+0

∫ M

N

1√
1− (x+ 1)2

dx

= lim
M→0−

N→−2+0

[
sin−1(x+ 1)

]M
N

= lim
M→0−

N→−2+0

{
sin−1(M + 1)− sin−1(N + 1)

}
= π
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(9)

∫ 1

−1

1

x
2
3

dx =

∫ 0

−1

1

x
2
3

dx+

∫ 1

0

1

x
2
3

dx

= lim
M→0−

∫ M

−1

1

x
2
3

dx+ lim
N→0+

∫ 1

N

1

x
2
3

dx

= lim
M→0−

[
3x

1
3

]M
−1

+ lim
N→0+

[
3x

1
3

]1
N

= lim
M→0−

(
3M

1
3 + 3

)
+ lim

N→0+

(
3− 3N

1
3

)
= 6

(10)

∫ 2

0

1√
−x2 + 2x+ 3

dx =

∫ 2

0

1√
4− (x− 1)2

dx =

[
sin−1 x− 1

2

]2
0

=
π

3

(11)

∫ e

0

x log xdx = lim
M→0+

∫ e

M

x log x

= lim
M→0+

{[
x2

2
log x

]e
M

− 1

2

∫ e

M

xdx

}
= lim

M→0+

[
x2

2
log x− x2

4

]e
M

= lim
M→0+

(
e2

2
− e2

4
− M2

2
logM − M2

4

)
=

e2

2
なお, lim

M→0+
M2 logM = 0 については, ロピタルの定理を用いて次のよう

にして求める.

lim
M→0+

M2 logM = lim
M→0+

logM
1

M2

= lim
M→0+

1
M

− 2
M3

= lim
M→0+

(
− M2

2

)
= 0

(12)

∫ 1

0

1 + x2

√
1− x2

dx = lim
M→1−0

∫ M

0

1 + x2

√
1− x2

dx

ここで, x = sin t とおくと, dx = cos tdt,
x 0 → M

t 0 → sin−1M
.
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よって, N = sin−1M とすれば,∫ 1

0

1 + x2

√
1− x2

dx = lim
M→1−0

∫ sin−1 M

0

1 + sin2 t√
1− sin2 t

cos tdt

= lim
M→1−0

∫ sin−1 M

0

(1 + sin2 t)dt

= lim
M→1−0

∫ sin−1 M

0

(
1 +

1− cos 2t

2

)
dt

= lim
N→ π

2
−0

∫ N

0

(
3

2
− 1

2
cos 2t

)
dt

= lim
N→ π

2
−0

[
3

2
t− 1

4
sin 2t

]N
0

= lim
N→ π

2
−0

(
3

2
N − 1

4
sin 2N

)
=

3

4
π

(13)

∫ π

0

tanxdx =

∫ π
2

0

tanxdx+

∫ π

π
2

tanxdx

= lim
M→ π

2
−0

∫ M

0

tanxdx+ lim
N→ π

2
+0

∫ π

N

tanxdx

= lim
M→ π

2
−0
[− log | cosx|]M0 + lim

N→ π
2
+0
[− log | cosx|]πN

= lim
M→ π

2
−0
(− log | cosM |) + lim

N→ π
2
+0

log | cosN | = +∞−∞

よって発散. ゆえに広義積分は存在しない.

(14)

∫ 1

−1

log |x|
3
√
x

dx =

∫ 0

−1

log |x|
3
√
x

dx+

∫ 1

0

log |x|
3
√
x

dx

= lim
M→0−

∫ M

−1

log(−x)
3
√
x

dx+ lim
N→0+

∫ 1

N

log |x|
3
√
x

dx

= lim
M→0−

{[
3

2
x

2
3 log(−x)

]M
−1

− 3

2

∫ M

−1

x− 1
3 dx

}

+ lim
N→0+

{[
3

2
x

2
3 log x

]1
N

− 3

2

∫ 1

N

x− 1
3 dx

}

= lim
M→0−

[
3

2
x

2
3 log(−x)− 9

4
x

2
3

]M
−1

+ lim
N→0+

[
3

2
x

2
3 log x− 9

4
x

2
3

]1
N

= lim
M→0−

(
3

2
M

2
3 log(−M)− 9

4
M

2
3 +

9

4

)
+ lim

N→0+

(
− 9

4
− 3

2
M

2
3 logM +

9

4
M

2
3

)
= 0
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なお, lim
x→+0

x
2
3 log x = 0 はロピタルの定理を用いて次のように求めた.

lim
x→+0

x
2
3 log x = lim

x→+0

log x
1

x
2
3

= lim
x→+0

1
x

− 2

3x
5
3

= lim
x→+0

(
− 3

2
x

2
3

)
= 0

(15)

∫ 4

0

1√
x
dx = lim

M→0+

∫ 4

M

1√
x
dx = lim

M→0+

[
2
√
x
]4
M

= lim
M→0+

(
4− 2

√
M
)
= 4

(16)

∫ ∞

1

1

x(1 + x2)
dx = lim

M→∞

∫ M

1

1

x(1 + x2)
dx

ここで,
1

x(1 + x2)
=

A

x
+

Bx+ C

1 + x2

とおく. 両辺を x(1 + x2) 倍すると,

1 = A(1 + x2) + (Bx+ C)x

この式の両辺に x = 0を代入すると A = 1, x = 1を代入すると1 = 2A+B+C
より B +C = −1, x = −1 を代入すると 1 = 2A+B −C より B −C = −1.
これより, B = −1, C = 0. よって,∫ ∞

1

1

x(1 + x2)
dx = lim

M→∞

∫ M

1

1

x(1 + x2)
dx

= lim
M→∞

∫ M

1

(
1

x
− x

1 + x2

)
dx

= lim
M→∞

[
log |x| − 1

2
log(1 + x2)

]M
1

= lim
M→∞

(
log

M√
1 +M2

− log
1√
2

)
=

1

2
log 2

(17)

∫ ∞

1

tan−1 x

x2
dx = lim

M→∞

∫ M

1

tan−1 x

x2
dx

= lim
M→∞

{[
− 1

x
tan−1 x

]M
1

+

∫ M

1

1

x(1 + x2)
dx

}

= lim
M→∞

[
− 1

x
tan−1 x+ log |x| − 1

2
log(1 + x2)

]M
1

= lim
M→∞

(
− 1

M
tan−1M + log

M√
1 +M2

+ tan−1 1− log
1√
2

)
=

π

4
+

1

2
log 2
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ここで,

∫
1

x(1 + x2)
dx = log |x| − 1

2
log(1+ x2) +C は (16) の結果を利

用した.

(18)

∫ ∞

0

tan−1 1

x
dx = lim

M→∞
N→0+

∫ M

N

tan−1 1

x
dx

= lim
M→∞
N→0+

{[
x tan−1 1

x

]M
N

−
∫ M

N

x
1

1 + 1
x2

(
− 1

x2

)
dx

}

= lim
M→∞
N→0+

{[
x tan−1 1

x

]M
N

+

∫ M

N

x

x2 + 1
dx

}

= lim
M→∞
N→0+

[
x tan−1 1

x
+

1

2
log(x2 + 1)

]M
N

= lim
M→∞
N→0+

{(
M tan−1 1

M
+

1

2
log(M2 + 1)

)
−
(
N tan−1 1

N
+

1

2
log(N2 + 1)

)}
= +∞

よって, 広義積分は存在しない.

2.20. s ̸= 1 のとき,∫ ∞

1

1

xs
dx = lim

M→∞

∫ M

1

1

xs
dx = lim

M→∞

[
1

1− s
x1−s

]M
1

= lim
M→∞

(
1

1− s
M1−s − 1

1− s

)
よって, 次の 2通りに場合分けできる.

(i) s > 1 のとき. このとき 1− s < 0 より,

∫ ∞

1

1

xs
dx は存在して,∫ ∞

1

1

xs
dx =

1

s− 1

(ii) s < 1 のとき. このとき 1− s > 0 より,

∫ ∞

1

1

xs
dx は存在しない.

なお, s = 1 のときは,∫ ∞

1

1

x
dx = lim

M→∞

∫ M

1

1

x
dx = lim

M→∞
[log |x|]M1 = lim

M→∞
logM = ∞

となり,

∫ ∞

1

1

xs
dx は存在しない.

一方,

∫ 1

0

1

xs
dx = lim

M→0+

∫ 1

M

1

xs
dx = lim

M→0+

[
1

1− s
x1−s

]1
M

= lim
M→0+

(
1

1− s
− 1

1− s
M1−s

)
よって, 次の 2通りに場合分けできる.
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(i) s < 1 のとき. このとき 1− s > 0 より,

∫ 1

0

1

xs
dx は存在して,∫ 1

0

1

xs
dx =

1

1− s

(ii) s > 1 のとき. このとき 1− s < 0 より,

∫ 1

0

1

xs
dx は存在しない.

なお, s = 1 のときは,∫ 1

0

1

x
dx = lim

M→0+

∫ 1

M

1

x
dx = lim

M→0+
[log |x|]1M = lim

M→0+
(− logM) = +∞

となり,

∫ ∞

1

1

xs
dx は存在しない.

2.21.

(1) y = x3 − x2 + 2 とすれば, y′ = 3x2 − 2x. これより, 点 (1, 2) における接線の
方程式は

y − 2 = (x− 1) ⇐⇒ y = x+ 1

この直線と y = x3 − x2 + 2 の交点の x 座標は,

x3 − x2 + 2 = x+ 1 ⇐⇒ x3 − x2 − x+ 1 = 0

⇐⇒ (x− 1)2(x+ 1) = 0

より, x = 1,−1.
また, 関数 y = x3 − x2 + 2 と直線 y = x+ 1 のグラフは次のようになる.

よって, 求める面積は,∫ 1

−1

{(x3 − x2 + 2)− (x+ 1)}dx =

∫ 1

−1

(x3 − x2 − x+ 1)dx

=

[
1

4
x4 − 1

3
x3 − 1

2
x2 + x

]1
−1

=
4

3

(2) 関数 y = x3 − 3x と y = 2x2 の交点の x 座標は

x3 − 3x = 2x2 ⇐⇒ x3 − 2x2 − 3x = 0

⇐⇒ x(x− 3)(x+ 1) = 0

より, x = −1, 0, 3. また, これらの関数のグラフは次のとおりである.
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よって, 求める面積は∫ 0

−1

(x3 − 3x− 2x2)dx+

∫ 3

0

(2x2 − x3 + 3x)dx

=

[
1

4
x4 − 3

2
x2 − 2

3
x3

]0
−1

+

[
2

3
x3 − 1

4
x4 +

3

2
x2

]3
0

=
71

6

(3) 関数 y = 2x2 と y2 = 4x の交点の x 座標は

4x4 = 4x ⇐⇒ x(x3 − 1) = 0

より, x = 0, 1.また, これらの関数のグラフは次のとおりである.

よって, 求める面積は∫ 1

0

(2
√
x− 2x2)dx =

[
4

3
x

3
2 − 2

3
x3

]1
0

=
2

3

(4)
√
x+

√
y = 1 のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は∫ 1

0

(1−
√
x)2dx =

∫ 1

0

(1− 2
√
x+ x)dx

=

[
x− 4

3
x

3
2 +

1

2
x2

]1
0

=
1

6
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(5) y = log x と y = 1 のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は

1 +

∫ e

1

(1− log x)dx = 1 + [x]e1 −
∫ e

1

log xdx

= 1 + [x]e1 −
{
[x log x]e1 −

∫ e

1

dx

}
= 1 + 2[x]e1 − [x log x]e1 = e− 1

(6) y = x4 − 2x2 + 1 のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は∫ 1

−1

(x4 − 2x2 + 1)dx =

[
1

5
x5 − 2

3
x3 + x

]1
−1

=
16

15

(7) y = −x4 + 2x2 と y = x2 の交点の x 座標は

−x4 + 2x2 = x2 ⇐⇒ x4 − x2 = 0

⇐⇒ x2(x2 − 1) = 0

⇐⇒ x = 0,±1

また, これらの関数のグラフは次の通りである.



67

よって, 図より求める面積は

2

∫ 1

0

(−x4 + 2x2 − x2)dx = 2

[
− 1

5
x5 +

1

3
x3

]1
0

=
4

15

(8) y =
1

x2 + 3
と y =

1

4
のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は

2

∫ 1

0

(
1

x2 + 3
− 1

4

)
dx = 2

[
1√
3
tan−1 x√

3
− 1

4
x

]1
0

=
π

3
√
3
− 1

2

(9) y = sin x のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は

2

∫ π

0

sinxdx = 2[− cosx]π0 = 4

(10) y = log x と x = e のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は∫ e

1

log xdx = [x log x]e1 −
∫ e

1

dx = e− [x]e1 = 1
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(11) y = xe−x について, y′ = (1− x)e−x より, その増減表は次の通りである.

x 1
y′ + 0 −

y ↗ 1

e
↘

また,ロピタルの定理 (定理 1.30)より lim
x→−∞

xe−x = −∞, lim
x→∞

xe−x = 0. よっ

て, y = xe−x と x = 2 のグラフは次の通りである.

ゆえに, 求める面積は∫ 2

0

xe−xdx = [−xe−x]20 −
∫ 2

0

(−e−x)dx

= [−xe−x − e−x]20 = 1− 3

e2

(12) y =
x

1 + x2
について, y′ =

1− x2

(1 + x2)2
より, その増減表は次の通りである.

x −1 1
y′ − 0 + 0 −

y ↘ − 1

2
↗ 1

2
↘

また, lim
x→±∞

x

1 + x2
= 0 より, y =

x

1 + x2
と y =

x

2
のグラフは次の通りで

ある.

よって, 図より求める面積は

2

∫ 1

0

(
x

1 + x2
− x

2

)
dx = 2

[
1

2
log(1 + x2)− 1

4
x2

]1
0

= log 2− 1

2
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(13) y = sin 2x と y = sin x の 0 ≦ x ≦ π における交点の x 座標は

sin 2x = sin x ⇐⇒ 2 sin x cosx = sin x

⇐⇒ sinx(2 cos x− 1) = 0

⇐⇒ sinx = 0, cosx =
1

2

⇐⇒ x = 0, π,
π

3

また, y = sin 2x と y = sin x のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は∫ π
3

0

(sin 2x− sinx)dx+

∫ π

π
3

(sinx− sin 2x)dx

=

[
− 1

2
cos 2x+ cosx

] π
3

0

+

[
− cosx+

1

2
cos 2x

]π
π
3

=
5

2

(14) y = x(x− 1)(x− 3) のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は∫ 1

0

x(x− 1)(x− 3)dx−
∫ 3

1

x(x− 1)(x− 3)dx

=

∫ 1

0

(x3 − 4x2 + 3x)dx−
∫ 3

1

(x3 − 4x2 + 3x)dx

=

[
1

4
x4 − 4

3
x3 +

3

2
x2

]1
0

−
[
1

4
x4 − 4

3
x3 +

3

2
x2

]3
1

=
37

12
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(15) y = x(x− 2)2 のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は

∫ 2

0

x(x− 2)2dx =

∫ 2

0

(x3 − 4x2 + 4x)dx

=

[
1

4
x4 − 4

3
x3 + 2x2

]2
0

=
4

3

(16) y = x +
2

x
− 3 について, y′ =

x2 − 2

x2
, y′′ =

4

x3
である. よって, 関数

y = x+
2

x
− 3 の増減表は次の通りである.

x −
√
2 0

√
2

y′ + 0 − − 0 +

y′′ − − − + + +

y 1 −3− 2
√
2 N q −3 + 2

√
2 �

関数 y = x+
2

x
− 3 の, x 軸との交点の x 座標は

x+
2

x
− 3 = 0 ⇐⇒ x2 − 3x+ 2 = 0

⇐⇒ (x− 1)(x− 2) = 0 ⇐⇒ x = 1, 2

また, lim
x→0±

(
x+

2

x
− 3

)
= ±∞, lim

x→±∞

(
x+

2

x
− 3

)
= ±∞. よって, 関数

y = x+
2

x
− 3 のグラフは次の通りである.
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ゆえに, 図より求める面積は

−
∫ 2

1

(
x+

2

x
− 3

)
dx = −

[
1

2
x2 + 2 log |x| − 3x

]2
1

=
3

2
− 2 log 2

(17) y = sin x(1 + cos x) について, y′ = (cos x + 1)(2 cos x − 1). よって, 関数
y = sin x(1 + cos x) の増減表は次の通りである.

x 0
π

3
π

y′ + + 0 − 0

y 0 ↗ 3

4

√
3 ↘ 0

よって, 関数 y = sin x(1 + cos x) のグラフは次の通りである.

ゆえに, 図より求める面積は∫ π

0

sinx(1 + cos x)dx =

∫ π

0

(
sinx+

1

2
sin 2x

)
dx

=

[
− cosx− 1

4
cos 2x

]π
0

= 2
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(18) 4x2 + y2 = 1 のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は 2

∫ 1
2

− 1
2

√
1− 4x2dx である. ここで, x =

1

2
sin t とおくと, dx =

1

2
cos tdt,

x − 1

2
→ 1

2

t − π

2
→ π

2

. よって,

2

∫ 1
2

− 1
2

√
1− 4x2dx = 2

∫ π
2

− π
2

cos t · 1

2
cos tdt

=

∫ π
2

− π
2

1 + cos 2t

2
dt

=
1

2

[
t+

1

2
sin 2t

] π
2

− π
2

=
π

2

2.22.

(1) y = log x について, y′ =
1

x
. これより, y = log x の接線の方程式は, 接点の

座標を (c, log c) とすれば,

y − log c =
1

c
(x− c) ⇐⇒ y =

1

c
x− 1 + log c

これが原点を通るので, c = e, すなわち, 接線の方程式は y =
1

e
x となる. こ

の接線と y = log x のグラフは次の通りである.
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よって, 図より求める面積は,

1× 1

e
× 1

2
+

∫ e

1

(
1

e
x− log x

)
dx

=
1

2e
+

[
1

2e
x2

]e
1

−
{
[x log x]e1 −

∫ e

1

dx

}
=

1

2e
+

(
e

2
− 1

2e

)
− [x log x− x]e1 =

e

2
− 1

(2) y =
log x

x
とすると, y′ =

1− log x

x2
. これより, 原点から y =

log x

x
へ引い

た接線の, 接点の x 座標を c とすると求める接線の方程式は

y − log c

c
=

1− log c

c2
(x− c) ⇐⇒ y =

1− log c

c2
x− 1− 2 log c

c
.

この接線が原点を通るので, c =
√
e, すなわち, 接線の方程式は y =

1

2e
x.

いっぽう, y =
log x

x
の増減表は次の通りである.

x 0 e

y′ + 0 −

y ↗ 1

e
↘

よって, この関数と接線のグラフは次の通りである.

ゆえに, 求める面積は

1× 1

2e
× 1

2
+

∫ √
e

1

(
x

2e
− log x

x

)
dx =

1

4e
+

[
x2

4e

]√e

1

−
∫ √

e

1

log x

x
dx

=
1

4
−
∫ √

e

1

log x

x
dx
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ここで, log x = t とおくと,
1

x
dx = dt,

x 1 →
√
e

t 0 → 1

2

. よって,

(与式) =
1

4
−
∫ 1

2

0

tdt =
1

4
−
[
1

2
t2
] 1

2

0

=
1

8

(3) y =
1

3
x2 より y′ =

2

3
x. よって, 点 A における接線の方程式は y =

2

3
x− 1

3
,

点 B における接線の方程式は y = −2x− 3. また, これらの接線の交点の座
標は (−1,−1) である. そして, これらの関数のグラフは次の通りである.

よって, 図より求める面積は∫ −1

−3

(
1

3
x2 + 2x+ 3

)
dx+

∫ 1

−1

(
1

3
x2 − 2

3
x+

1

3

)
dx

=

[
1

9
x3 + x2 + 3x

]−1

−3

+

[
1

9
x3 − 1

3
x2 +

1

3
x

]1
−1

=
16

9

2.23.

(1) 0 ≦ t ≦ 2 において, y = 2t− t2 ≧ 0, x′ = 2 > 0 より, 求める面積は,∫ 2

0

(2t− t2) · 2dt = 2

[
t2 − 1

3
t3
]2
0

=
8

3

(2) −1 ≦ t ≦ 3 において y = t2 − 2t− 3 ≦ 0, x′ = −1 < 0 より, 求める面積は

−
∫ 3

−1

(t2 − 2t− 3) · | − 1|dt = −
[
1

3
t3 − t2 − 3t

]3
−1

=
32

3
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(3) 0 ≦ θ ≦ 2π において, y = 1 − cos θ ≧ 0, x′ = 1 − cos θ ≧ 0 より, 求める面
積は, ∫ 2π

0

(1− cos θ)2dθ =

∫ 2π

0

(1− 2 cos θ + cos2 θ)dθ

=

∫ 2π

0

(
3

2
− 2 cos θ +

1

2
cos 2θ

)
dθ

=

[
3

2
θ − 2 sin θ +

1

4
sin 2θ

]2π
0

= 3π

(4) 0 ≦ θ ≦ π

2
における面積を求めて 4 倍すればよい. 0 ≦ θ ≦ π

2
において,

y = cos3 θ ≧ 0, x′ = 3 sin2 θ cos θ ≧ 0. よって, 求める面積は, 例題 2.16 の結
果を使って,

4

∫ π
2

0

cos3 θ · 3 sin2 θ cos θdθ = 12

∫ π
2

0

cos4 θ(1− cos2 θ)dθ

= 12

∫ π
2

0

(cos4 θ − cos6 θ)dθ

= 12

(
3

4
· 1

2
· π

2
− 5

6
· 3

4
· 1

2
· π

2

)
=

3

8
π

2.24.

(1) 最初に r = 2 sin θ のグラフを (θ, r)-平面に描く. r > 0 に注意すると次のよ
うになる.

これを, θ は x 軸とのなす角, r は原点からの距離であることに注意して,
(x, y)-平面にグラフを描くと次のようにになる.
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よって, この曲線で囲まれる部分の面積は,

1

2

∫ π

0

(2 sin θ)2dθ = 2

∫ π

0

sin2 θdθ

=

∫ π

0

(1− cos 2θ)dθ =

[
θ − 1

2
sin 2θ

]π
0

= π

(2) 最初に r = | sin 2θ| のグラフを (θ, r)-平面に描くと次のようになる.

これを, θ は x 軸とのなす角, r は原点からの距離であることに注意して,
(x, y)-平面にグラフを描くと次のようにになる.

よって, この曲線で囲まれる部分の面積は,

4× 1

2

∫ π
2

0

sin2 2θdθ =

∫ π
2

0

(1− cos 4θ)dθ

=

[
θ − 1

4
sin 4θ

] π
2

0

=
π

2

(3) 最初に r = 1− cos θ のグラフを (θ, r)-平面に描くと次のようになる.
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これを, θ は x 軸とのなす角, r は原点からの距離であることに注意して,
(x, y)-平面にグラフを描くと次のようにになる.

よって, この曲線で囲まれる部分の面積は,

2× 1

2

∫ π

0

(1− cos θ)2dθ =

∫ π

0

(1− 2 cos θ + cos2 θ)dθ

=

∫ π

0

(
1− 2 cos θ +

1 + cos 2θ

2

)
dθ

=

∫ π

0

(
3

2
− 2 cos θ +

1

2
cos 2θ

)
dθ

=

[
3

2
θ − 2 sin θ +

1

4
sin 2θ

]π
0

=
3

2
π

(4) 最初に r2 = 2 cos 2θ のグラフを (θ, r)-平面に描く. r2 ≧ 0 であることに注意
すると次のようになる.

これを, θ は x 軸とのなす角, r は原点からの距離であることに注意して,
(x, y)-平面にグラフを描くと次のようにになる.

よって, この曲線で囲まれる部分の面積は,

4× 1

2

∫ π
4

0

2 cos 2θdθ = 4

[
1

2
sin 2θ

] π
4

0

= 2
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2.25.

(1) y′ = x より, 求める曲線の長さは
∫ 1

0

√
1 + x2dx である. ここで,

√
1 + x2 =

t− x とおくと,

√
1 + x2 = t− x =⇒ 1 + x2 = t2 − 2tx+ x2

⇐⇒ x =
t2 − 1

2t
=

t

2
− 1

2t

これより

dx =

(
1

2
+

1

2t2

)
dt =

t2 + 1

2t2
dt

x 0 → 1

t 1 → 1 +
√
2
. また,

√
1 + x2 = t− x = t− t2 − 1

2t
=

t2 + 1

2t

よって,∫ 1

0

√
1 + x2dx =

∫ 1+
√
2

1

t2 + 1

2t
· t2 + 1

2t2
dt

=
1

4

∫ 1+
√
2

1

(
t+

2

t
+

1

t3

)
dt

=
1

4

[
1

2
t2 + 2 log |t| − 1

2t2

]1+√
2

1

=
1

8

[
(1 +

√
2)2 + 4 log(1 +

√
2)− 1

(1 +
√
2)2

]
=

1

8

[
(1 +

√
2)2 + 4 log(1 +

√
2)− (1−

√
2)2
]
=

1

2

{√
2 + log(1 +

√
2)
}

(2) y′ = − sinx

cosx
= − tanx より, 求める曲線の長さは

∫ π
3

0

√
1 + tan2 xdx =

∫ π
3

0

1

cosx
dx

=

∫ π
3

0

cosx

cos2 x
dx =

∫ π
3

0

cosx

1− sin2 x
dx
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ここで, sin x = t とおくと, cos xdx = dt,

x 0 → π

3

t 1 →
√
3

2

. よって,

与式 =

∫ √
3

2

0

1

1− t2
dt

= − 1

2

∫ √
3

2

0

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= − 1

2
[log |t− 1| − log |t+ 1|]

√
3

2
0 = log(2 +

√
3)

(3) x′ = −3 cos2 θ sin θ, y′ = 3 sin2 θ cos θ より, 求める曲線の長さは∫ 2π

0

√
(−3 cos2 θ sin θ)2 + (3 sin2 θ cos θ)2dθ

= 3

∫ 2π

0

√
sin2 θ cos2 θdθ

= 12

∫ π
2

0

sin θ cos θdθ = 6

∫ π
2

0

sin 2θdθ = 3[− cos 2θ]
π
2
0 = 6

(4) x′ = et cos 2πt − 2πet sin 2πt, y′ = et sin 2πt + 2πet cos 2πt より, 求める曲線
の長さは∫ 3

2

0

√
(et cos 2πt− 2πet sin 2πt)2 + (et sin 2πt+ 2πet cos 2πt)2dt

=
√
1 + 4π2

∫ 3
2

0

etdt =
√
1 + 4π2[et]

3
2
0 =

√
1 + 4π2(e

3
2 − 1)

2.26.

(1) r′ = 2θ より, 求める曲線の長さは∫ 2π

0

√
θ4 + (2θ)2dθ =

∫ 2π

0

θ
√
4 + θ2dθ

ここで, 4 + θ2 = t とおくと, 2θdθ = dt,
θ 0 → 2π

t 4 → 4 + 4π2
. よって,

∫ 2π

0

√
θ4 + 4θ2dθ =

1

2

∫ 4+4π2

4

√
tdt

=
1

2

[
2

3
t

3
2

]4+4π2

4

=
8

3

{
(1 + π2)

3
2 − 1

}
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(2) r′ = − sin θ より, 求める曲線の長さは∫ 2π

0

√
(1 + cos θ)2 + (− sin θ)2dθ =

∫ 2π

0

√
2 + 2 cos θdθ

=

∫ 2π

0

√
4 cos2

θ

2
dθ

= 2

∫ π

0

cos
θ

2
dθ − 2

∫ 2π

π

cos
θ

2
dθ

= 2

[
2 sin

θ

2

]π
0

− 2

[
2 sin

θ

2

]2π
π

= 8

(3) r′ = sin2 θ

3
cos

θ

3
より, 求める曲線の長さは

∫ 3π

0

√
sin6 θ

3
+

(
sin2 θ

3
cos

θ

3

)2

dθ =

∫ 3π

0

√
sin4 θ

3
dθ

=

∫ 3π

0

sin2 θ

3
dθ

=

∫ 3π

0

1− cos 2
3
θ

2
dθ

=
1

2

[
θ − 3

2
sin

2

3
θ

]3π
0

=
3

2
π

(4) r′ = eθ より, 求める曲線の長さは∫ 2π

0

√
e2θ + e2θdθ =

√
2

∫ 2π

0

eθdθ =
√
2(e2π − 1)

(5) r′ = 4 cos3
θ

4

(
− sin

θ

4

)
· 1

4
= − cos3

θ

4
sin

θ

4
より, 求める曲線の長さは

∫ 2π

0

√
cos8

θ

4
+ cos6

θ

4
sin2 θ

4
dθ =

∫ 2π

0

√
cos6

θ

4
dθ

=

∫ 2π

0

cos3
θ

4
dθ =

∫ 2π

0

cos
θ

4

(
1− sin2 θ

4

)
dθ

ここで, sin
θ

4
= t とおくと,

1

4
cos

θ

4
dθ = dt,

θ 0 → 2π

t 0 → 1
. よって,

与式 =

∫ 1

0

4(1− t2)dt =

[
4t− 4

3
t3
]1
0

=
8

3
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(6) r′ = −e−θ より, 求める曲線の長さは∫ ∞

0

√
e−2θ + e−2θdθ = lim

M→+∞

∫ M

0

√
2e−θdθ

= lim
M→+∞

√
2
[
−e−θ

]M
0

= lim
M→+∞

√
2
(
1− e−M

)
=

√
2

2.27. 定理 2.22 =⇒ 定理 2.21, 定理 2.21 =⇒ 定理 2.22, 定理 2.22 =⇒ 定理 2.23, 定
理 2.23 =⇒ 定理 2.21 をそれぞれ示す.

(1) 定理 2.22 =⇒ 定理 2.21を示す.
定理 2.22 において, x = x, y = f(x) とおけば, 定理 2.22 より a ≦ x ≦ b に
おける曲線の長さは∫ b

a

√
(x′)2 + {f ′(x)}2dx =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx

となり, 定理 2.21 が得られた.

(2) 定理 2.21 =⇒ 定理 2.22 を示す.

x = x(t), y = y(t) とすると,
dy

dx
=

y′(t)

x′(t)
. また, a ≦ x ≦ b のときα ≦ t ≦ β

とすれば, 定理 2.21 と定理 2.15’ より∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx =

∫ β

α

√
1 +

(
y′(t)

x′(t)

)2

|x′(t)| dt =
∫ β

α

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

となり, 定理 2.22 が得られた.

(3) 定理 2.22 =⇒ 定理 2.23 を示す.
r = f(θ) より, この曲線上の点 (x, y) を極座標表示すると{

x(θ) = r cos θ = f(θ) cos θ
y(θ) = r sin θ = f(θ) sin θ

これより, {
x′(θ) = f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ
y(θ) = f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

よって, 定理 2.22 より α ≦ θ ≦ β における曲線の長さは∫ β

α

√
{f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ}2 + {f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ}2dθ

=

∫ β

α

√
f(θ)2 + f ′(θ)2dθ

となり, 定理 2.23 を得る.
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(4) 定理 2.23 =⇒ 定理 2.21 を示す.

y = f(x)のとき,この曲線上の点 (x, y)を極座標表示する,すなわち,

{
x = r cos θ
y = r sin θ

.

このとき, r sin θ = f(r cos θ) が成り立つ. ここで, r を θ の関数とみて両辺
を θ で微分すると,

r′ sin θ + r cos θ = f ′(r cos θ) {r′ cos θ − r sin θ}
⇐⇒r′ {sin θ − f ′(r cos θ) cos θ} = −r {cos θ + f ′(r cos θ) sin θ}

⇐⇒r′ = −r
cos θ + f ′(r cos θ) sin θ

sin θ − f ′(r cos θ) cos θ

よって,

r2 + (r′)2 = r2 + r2
{cos θ + f ′(r cos θ) sin θ}2

{sin θ − f ′(r cos θ) cos θ}2

= r2
1 + f ′(r cos θ)2

{sin θ − f ′(r cos θ) cos θ}2

よって, α ≦ θ ≦ β としたとき, この曲線の長さは, 定理 2.23 より∫ β

α

√
r2 + (r′)2dθ =

∫ β

α

r

√
1 + f ′(r cos θ)2

{sin θ − f ′(r cos θ) cos θ}2
dθ

ここで, x = r cos θ とおくと,

dx = (r′ cos θ − r sin θ)dθ

=

{
−r

cos θ + f ′(r cos θ) sin θ

sin θ − f ′(r cos θ) cos θ
cos θ − r sin θ

}
dθ

= −r
1

sin θ − f ′(r cos θ) cos θ
dθ

また, α ≦ θ ≦ β のとき a ≦ x ≦ b とすれば, 定理 2.15’ から

与式 =

∫ b

a

r

√
1 + f ′(r cos θ)2

{sin θ − f ′(r cos θ) cos θ}2
dθ ·

∣∣∣∣ sin θ − f ′(r cos θ) cos θ

−r

∣∣∣∣ dx
=

∫ b

a

√
1 + f ′(x)dx

となり, 定理 2.21 を得た.

以上のことから, 定理 2.21, 定理 2.22, 定理 2.23 は互いに導きあえること
が示された.

2.28.

(1) 回転体の体積は

π

∫ 1

0

x6dx = π

[
1

7
x7

]1
0

=
1

7
π
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一方, y′ = 3x2 より, 回転体の表面積は

2π

∫ 1

0

x3
√

1 + (3x2)2dx = 2π

∫ 1

0

x3
√
1 + 9x4dx

ここで, 1 + 9x4 = t とおくと, 36x3dx = dt,
x 0 → 1

t 1 → 10
. よって,

2π

∫ 1

0

x3
√
1 + 9x4dx = 2π

∫ 10

1

1

36

√
tdt

=
π

18

[
2

3
t

3
2

]10
1

=
π

27
(10

√
10− 1)

(2) 回転体の体積と表面積は, 0 から
π

2
までの部分を求めて２倍すればよい.

回転体の体積は

2π

∫ π
2

0

cos2 xdx = π

∫ π
2

0

(1 + cos 2x)dx = π

[
x+

1

2
sin 2x

] π
2

0

=
π2

2

一方, y′ = − sinx より, 回転体の表面積は

2× 2π

∫ π
2

0

cosx
√

1 + sin2 xdx

ここで, sin x = t とおくと, cos xdx = dt,
x 0 → π

2

t 0 → 1
. よって,

2× 2π

∫ π
2

0

cosx
√

1 + sin2 xdx = 4π

∫ 1

0

√
1 + t2dt

さらに,
√
1 + t2 = u− t とおくと,
√
1 + t2 = u− t =⇒ 1 + t2 = u2 − 2tu+ t2

⇐⇒ t =
u2 − 1

2u
=

u

2
− 1

2u

より, dt =

(
1

2
+

1

2u2

)
du =

u2 + 1

2u2
du. また,

t 0 → 1

u 1 → 1 +
√
2
,

√
1 + t2 = u− t =

u2 + 1

2u
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よって,

与式 = 4π

∫ 1

0

√
1 + t2dt

= 4π

∫ 1+
√
2

1

u2 + 1

2u
· u2 + 1

2u2
du

= π

∫ 1+
√
2

1

(
u+

2

u
+

1

u3

)
du

= π

[
1

2
u2 + 2 log u− 1

2u2

]1+√
2

1

=
1

2
π

{
(1 +

√
2)2 + 4 log(1 +

√
2)− 1

(1 +
√
2)2

}
=

1

2
π
{
(1 +

√
2)2 + 4 log(1 +

√
2)− (1−

√
2)2
}

= 2π
{√

2 + log(1 +
√
2)
}


