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(モデル理論アプローチによるシミュレーション)

問題解決実行中のグラフ表示と
微分方程式系の離散近似

東洋大学　旭貴朗
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１ はじめに

　本稿では，先行研究[注1]にもとづき，モデル理論アプローチによるシミュレーション開発実行環境simcastにおいて，微分方程式システムを近似的にオートマトンとしてモデル化する方法について紹介し，あわせて，グローバル変数を利用した，問題解決システム実行途中でのグラフ表示の方法も例示する．

　このサイト「モデル記述言語CASTによるシミュレーション」[注2]で公開されているsimcast.zip（＋extProlog）をインストールすると，モデル理論アプローチによるシミュレーション開発実行環境simcastができあがり，本文中のモデルを実行することができる．開発実行環境simcastの操作方法などは，同サイトや教科書[注3]を参照されたい．

２　微分方程式系の離散近似
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　図１は，位置u=u0から惑星（位置u=0）に向かって落下しつつある物体Aである．そのままでは速度を増しながら惑星に向かって落ちていき衝突してしまう．しかし，ここでは仮想的に，位置0に重力が集まっており，そこを通過できる（衝突しない）ものとする．すると，惑星を通過した後，重力は逆向きになり，この物体Aは速度を減じていくだろう．やがてu=-u0に達した物体Aは，元の位置に向かって逆進することになるだろう．この運動は振動である．

図１ 物体の落下運動
　以下では，とりあえずu≧0の場合を定式化する．ニュートン力学の運動方程式は次のようになる．
　　　u≧0のとき，d2u(t)/dt2 = -α   　　　　　　　 --- (1)

ただし，α>0は惑星の重力加速度である．速度vは位置uの時間微分だから，
　　　dv(t)/dt = -α   　　　　　　　　　　　　　 　--- (2)

　　　du(t)/dt = v(t)
が成り立つ．この系（システム）の状態は (u(t), v(t)) である．式(2)は，状態の変化を表現したモデルであるので，システムの（連続時間軸の）状態遷移関数である．しかし，一般にコンピュータシミュレーションでは，離散時間軸をもつ系しか扱えない（計算できない）ので，式(2)を，適当に定めた微小な時間間隔hを使って離散近似することになる．逐次，(u(t + h), v(t + h))を(u(t), v(t))から計算することになる．

　微分に関する中間値の定理により，適当な0≦θi≦1によって，

　　　v(t + h) = v(t) + hv'(t + hθ1) 　　　　　　　　　　　--- (3)
　　　u(t + h) = u(t) + hu'(t + hθ2)
と書けるが，できれば計算誤差を小さくするようにθiを決めて固定したい．逐次計算では0<θi<1に対する(u(t + hθ1), v(t + hθ2)) を計算することはなく，θi = 0または1の場合しか扱わない．しかも，(θ1,θ2) =(1,1) では次の時刻の値を計算するのに次の時刻の値が必要となり計算不能であり，(θ1,θ2) =(0,0)では誤差が大きくなることは容易に分かる．したがって，(θ1,θ2) =(0,1)または(1,0)の２つの場合だけが考えられる．ここでは，(θ1,θ2) =(0,1)を採用する[注4]．すると，式(3)は次のようになる．
　　　v(t + h) = v(t) + hv'(t) = v(t) + h(-α) 　　　　　　　　--- (4)
　　　u(t + h) = u(t) + hu'(t + h) = u(t) + hv(t + h)
　この式をオートマトン（正確には状態機械モデル）の状態遷移関数としてCAST言語で記述すると，次のようになる．

v2 = v + h*( -α)  　　　　　　　　　　　　--- (5)

u2 = u + h*v2

式(5)は，時刻tでの状態が(u,v)であるとき，次の時刻(t+h)での状態が(u2,v2)になることを意味している．CAST言語によるモデルは図２である．以下では，h=0.1,α=2とする．


//gravity10.set

preprocess() <-> h.g:=0.1;

inputsequence()=c <->c:="d";

times()=t <-> t:=500;

initialstate()=c <-> c:=[10, 0];

delta([u,v],a)=[u2,v2] <->


v2:=v + h.g*(-2)*u/abs(u),


u2:=u + h.g*v2;

　図２　落下物体のCAST言語によるモデル

　速度v2の定義にu/abs(u)が付加されているのは，u < 0のときに重力の向きが逆転することを表している．また，時間を進ませるために，ダミー入力"d"を500回入力するように定式化している．これをそのままsimcastでコンパイルして実行することができる．

３．グローバル変数によるグラフ表示

　しかし，ここでは実行途中の様子をグラフ表示したい．

//gravity11.set

preprocess() <-> h.g:=0.1, hist.g:=[], show2(7,[[5],[5]],"trajectory");

inputsequence()=a <->a:="d";

times()=t <-> t:=500;

initialstate()=c <-> c:=[10, 0];

delta([u,v],a)=[u2,v2] <->


v2:=v + h.g*(-2)*u/abs(u),


u2:=u + h.g*v2,


showHistory([u2,v2]);

showHistory([u,v]) <-> 


hist1:=hist.g,


hist2:=append(hist1,[[u,v]]), len:=cardinality(hist2),


hist3:=project(hist2,["r", len-199,len]),


show2(7,transpose(hist3),"trajectory"),


hist.g:=hist3;
　図３ グローバル変数によるグラフ表示
　図３では，まず事前準備preprocessとして運動の履歴を保存するためのhist.g:=[]を用意しておき，show2(2,[[5],[5]],"trajectory") でウインドウout_7.gを開き，グラフをクリアしている．また，状態遷移のときにグラフ表示の仕事をさせるため，述語showHistoryを追加した．グローバル変数hist.gに最新200個の状態を蓄積しておき，述語show2を使って状態の軌跡（trajectory）を描くためである．関数ではないので，ユーザ定義述語の宣言func([])は不要である．
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図４ 振動系の位相図
　これを実行すると図４のようになる．位置を横軸に，速度を縦軸にとり，点(10,0)から出発した状態(u,v)の軌跡が描かれている．これを位相図という．グラフは円ではなく，２次曲線をつないだものである．原点を中心とした円環状のグラフは振動を表している．

　近似モデルなので，グラフはわずかに歪んでいる．しかし，大まかな刻み幅(h=0.1)と誤差があるにもかかわらず，もとの位置に戻る運動が繰り返されている．また，正確にu=0にならないおかげで，u/abs(u)が無限大になることはない[注5]．

　実行時間に関しては，図３のモデルは20秒かかった．グラフ表示しない図２のモデル（1秒）に比べて極端に遅い．
４　ロケットの着陸制御
　図５は，火星表面に着陸しようとする着陸船である．当然ながら，着陸船は火星の重力に引っ張られ，そのままでは速度を増しながら地表に向かって落ちていき，衝突してしまう．そこで，ロケットエンジンを逆噴射して落下速度を調節しながら，降下していくことになる．ただし，火星の大気は重く，高速で動く着陸船に対して，速度と逆向きに摩擦力が発生することを考慮する．

　このシステムの状態は (u, v) である．また，ここでは着陸船に推力aを加えて（エンジンを点火して）上下に動かすことができるものとする．運動途中で力aが加わったとき，もちろん状態は影響を受ける．エンジンの推力aがシステムへの入力である．しかし，力を加えないとき（a=0のとき）も自律的に状態(u,v)が変化していく．a=0も入力と考える．
図５　火星探査船

　着陸船の運動方程式は次のようになる．ここでは，u≧0の場合のみ考える．

　　　d2u(t)/dt2 = -α-βv(t) +a(t)   　　　　　　　　　--- (6)

ただし，α>0は火星の重力加速度，β≧0は大気との摩擦係数を着陸船の質量で割ったもの，また，a(t)はロケットの推力を着陸船の質量で割ったものである．離散近似した状態遷移関数は次のようになる．

v2 = v + h( -α-βv + a )  　　　　　　　　　　　--- (7)
u2 = u + hv2
4.1 空中停止問題

　さて，ここで問題である．ロケットが火星表面に衝突しないように，エンジンを逆噴射しつつ（推力aを加えつつ），徐々に地表に近づいていく必要がある．どのように推力aを加えていくべきだろうか？ ここでは，いま高さ100の位置で，すでに80の早さで地表に近づきつつあるものとし，いきなり着地しないで，高さs.g=10で速度が0になるようにしたいものとする．つまり，初期状態を(100,-80)とし，目標状態を(s.g,0)とする．
　モデル理論アプローチでは，このような問題に対して，問題解決システムの開発環境を用意している[注3]．図６がロケットの空中停止問題を解くための問題解決ユーザモデルである．ここにpow(x,y)はxのy乗を表す述語である．

　状態を評価する関数goal([u,v])は加重和となっており，目標状態(s.g, 0)から離れることに対するペナルティーである．ペナルティーを小さくするように代替案(action)がAsの中から選ばれていくのである．これをsimcastでコンパイルし実行すると，取りあえずの解(action列）が得られる．


//gravity40.set

preprocess() <-> s.g:=10, h.g:=1/10;

initialstate()=c <-> c:=[100,-80];

finalstate([u,v]) <-> [u,v]=[s.g,0];

delta([u,v],a)=[u2,v2] <-> 


v2:=v+h.g*(-2 - 1*v + a),


u2:=u+h.g*v2;

genA([u,v])=As <-> 


As:=[-80,-40,-20,-10,-5,-3,-2,-1,0,1,2,3,5,10,20,40,80];

goal([u,v])=r <-> r:=30*pow(u - s.g,2) + 1*pow(v,2);

st([u,v]) <-> abs(u-s.g)+abs(v) <= 0.3;
　図６　空中停止問題を解くための問題解決ユーザモデル

　文献[1]では実行後にまとめてグラフ化しているが，第３節のように，実行途中にグラフ表示するには，図７のようにモデル化すればよい．太字の部分が追加したものである．


//gravity41.set
func([_Solf]);

preprocess() <-> s.g:=10, h.g:=1/10, hist.g:=[], show2(2,[[5],[5]],"plot");

initialstate()=c <-> c:=[100,-80];

finalstate([u,v]) <-> [u,v]=[s.g,0];

delta([u,v],a)=[u2,v2] <-> 


v2:=v+h.g*(-2 - 1*v + a),


u2:=u+h.g*v2;
genA([u,v])=As <-> showHistory([u,v]),


As:=[-80,-40,-20,-10,-5,-3,-2,-1,0,1,2,3,5,10,20,40,80];

goal([u,v])=r <-> r:=30*pow(u - s.g,2) + 1*pow(v,2);

st([u,v]) <-> abs(u-s.g)+abs(v) <= 0.3, st.g:=[u,v];

showHistory([u,v]) <-> 


hist1:=hist.g,


hist2:=append(hist1,[[u,v]]), len:=cardinality(hist2),


hist3:=project(hist2,["r", len-199,len]),


show2(2,transpose(hist3),"plot"),


hist.g:=hist3;

postprocess()<->


xwriteln(0,"hist.g=",hist.g),


xwriteln(0,"Solf2=",_Solf()),


xwriteln(0,"st=",st.g);
　　　図７　グローバル変数によるグラフ表示
　Solverでは，preprocess()とpostprocess()が使用できること，状態の取得はgenA()の副作用として行なえばよいことがポイントである．また，_Solf()を関数宣言すると，「最後に」解（action列）を取得することができる．次の図８が実行結果である．
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図８　Solver実行中のグラフ表示

　図８の左下ウインドウは関数goal()の値の変化を表示している．右下ウインドウでは，横軸の上に位置uの変化を，下に速度vの変化を表示している．位置の変化は滑らかであるが，速度の変化は急激である．文献[1]によると，制約条件constraintを付加して，速度の変化も滑らかにするような解を導くことができる．バックトラックが頻繁に起きることが確認できる．他のグラフ表示法としては，経過した状態をファイルにすべて記録し，後でグラフ化する方法もあろう．
4.2 最適制御問題

　前項4.1の空中停止により，安全性は確保された．しかし実際には，燃料も無駄にすることはできない．つまり，安全性に加えて経済性をも考慮しなければならない．その場合には，関数goal([u,v])に入力aの積分項を追加する必要があるが，変数が[u,v]では率直に定式化できない．状態を[u,v,g,t]に拡張するなど，モデル化の工夫が必要である[注6]． 
注
[1] Y. Takahara, Y. Liu, Foundation and Applications of MIS : A Model Theory Approach, springer (2007) pp.127-138. および，高原康彦「constraint条件による問題解決の方法」オフィスオートメーション学会（現在は日本情報経営学会）全国大会報告予稿特集 (2005.5.21)
[2] 旭貴朗「モデル記述言語CASTによるシミュレーション」
　http://www2.toyo.ac.jp/~asahi/research/simulation/（2008.02.23）

[3] 高原康彦ほか『形式手法 モデル理論アプローチ：情報システム開発の基礎』日科技連(2007) の少なくとも第３章3.1項pp.87-103 を参照されたい．

　http://www.geocities.jp/kisoten/（2008.04.11）

[4] 離散近似の他の方法として，フーリエ展開を利用する方法があるが，刻み幅hを十分に小さくする必要がある．
[5] 近似精度の分析は行なっていない．
[6] 状態拡張の方法は，[1]の英語文献の第８章に詳しい．
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